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数论 是 数学 的 一 个 分 枝 ， 它 研究 整数 的 性 质 ， 
1, 2, 3, 4, 5, = 
叫做 计数 数 ， 或 者 正 整数 

正 整 数 无 疑 是 人 类 的 第 一 个 数学 创造 ， 假 如 人 们 没有 计 
数 的 能 力 ， 那 简直 是 很 难 想象 的 ， 至 少 在 一 个 有 限 的 范围 
内 ， 历 史 芍 记载 证 明 ， 早 在 公元 前 5700 年 ， 古 代 的 小麦 朗 
(Sumerina) 人 就 有 一 部 历 书 ， 所 以 他 们 一 定 3€ 握 了 一 些 算 
RAYA. 

公元 前 2500 年 沙 才 半 人 产生 了 一 个 以 60 为 基 的 数 系 ， 他 . 
们 时 于 巴比伦 人 成 为 有 熟练 计算 能 力 的 人 . 巴比伦 人 的 墓碑 
中 发 现在 精心 制 作 藤 数学 表格 ， 基 日 期 可 追溯 至 公元 前 2000 
年 . 

当 击 代 文 化 发 展 到 一 定 水 平时 ， 人 们 有 空闲 时 间 去 思 M 
周转 的 事物 ， 一 些 人 开始 去 探索 周围 自然 办 与 数 的 性 质 ， 
eee :神秘 主义 或 者 数字 学 . 甚至 在 今天 ， " 
如 3 ，7 、11 和 4 这些 数 字 仍 是 考虑 运气 好 或 坏 的 子 兆 . 

REDUDA HR soo. 数字 是 用 于 保存 记录 
和 商业 交往 ， 第 一 个 科学 地 对 整数 进行 研究 ， 即 数论 的 真正 
起 源 ， 通 常 认 为 是 希腊 人 .大 约 在 公元 前 600 年 , 毕 达 哥 拉 斯 

4 


C Pythagoras ) 和 他 的 门 徙 们 对 整数 做 过 较 彻 底 的 研究 ， 


他 们 最 早 以 各 种 方法 对 政 数 进行 分 类 : 

(835. 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 

pee. 1, 3, 5, 7. 9, H. 13,15, 

XUR. 2. 3, 5, T, 11, 13, 17, 19,23,29, 31, 
37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 57, 71,73,79, 
83, 89, 97, 

Ste. A, 6, 8. G, 10, 12, 14. 15, 16, 19, 
20, + 


素数 是 . 仅 有 约 数 1 和 自身 的 大 于 1 的 整数 ， 除去 1 BEAR 


是 素数 也 不 是 复合 数 以 外 ， 


E nA Á GS 


Dn EI AE 


五 边 形 < 
o7 ey 
5 12 U^ 22 


《图 1.1) 


35 


N AN 


不 是 素数 的 整数 称 为 复合 * 


2l z8 


*** 


0 


Pythagoras 还 把 数 与 几何 图 形 联系 起 来 ， 他 创建 了 多 
边 形 数 的 思想 ， 三 角形 数 ， 正 方形 数 ， 五 边 形 数 ， 等 等 ， 当 
然 用 三 角形 ， 正 方形 ， 五 边 形 等 图 形 上 前 点 表示 数 时 ， 这 些 
几何 名 称 的 由 来 是 显然 的 ， 如 图 1 .1 所 示 . 

另 一 个 与 几何 图 形 的 联系 来 自 落 名 Pythagoras M 
( 我国 称 为 勾 股 定理 一 译 者 ) ， 它 说 明 ， 在 任何 一 个 直角 
三 角形 里 ， 斜 边 长 招 乎 方 是 两 直角 边 长 的 平方 和 (参看 图 
1.2 ) ，Pythagoras 感 兴趣 的 是 边 长 都 是 整数 的 直角 三 角 
形 ， 如 图 1.3 那 样 的 三 角形 现 


在 称 为 Pythagoras 三 角形 ,对 -一 ep 
应 的 表示 边 长 的 三 个 数 (x ,7， 


z) 称 为 Pythagoras 三 数组 . (图 1.2) 

由 大 约 在 公元 前 1700 年 的 巴比伦 幕 碑 中 发 现 有 Pythag- 
oras 的 一 个 大 表格 ， 其 中 一 些 数字 相 当 的 K. Pythagoras 
第 一 个 给 出 了 确定 无 穷 多 个 三 数组 的 方法 ， 用 现代 的 记号 可 
表述 如 下 : 

令 n 是 任 一 大 于 1 的 奇数 ， 并 令 

x=n, y=4(n?-1), z—1 (41), 
这 样 产 生 的 三 数组 (x，y，z) 始 终 是 z=y 十 1 的 Pythagoras 
三 数组 ， 下 面 有 一 些 例子 ， 

x 3 5 7 9 1113 15 17 19 

y 4 12 24 40 60 84 112 144 180 

z 5 13 25 A1 61 85 113 145 181 
此 外 ， 还 有 其 他 一 些 Pythagoras 三 数组 ， 例 如 ， 

x 8 12 16 20 

y 15 35 603 99 


z 17 37 65 101 
在 这 些 例 了 里 ，z=y 十 2。 Plato ( 公元 前 430 一 349 年 ) 发 
现 了 一 个 确定 所 有 这 些 三 数组 的 方法 ， 用 现代 的 记号 可 写 为 


公式 ， 


x=4n, y=4n2—1, z—4n? +1, 

大 约 在 公元 前 300 年 ， 在 数学 史上 发 生 一 件 重 大 事件 ， 
Euclid 基 本 原理 、 一 个 包含 有 13 卷 书 的 书 集 发 表 了 ， 它 把 数 
学 由 数字 学 转变 为 演绎 推理 学 . Enclid 是 第 一 个 把 数学 事实 
和 这 些 事实 的 严格 证 明 一 起 给 出 的 人 . 


M ` i 
' | ealag? 5 l st ei? = 32 


4 . 12 
| (图 1.3) 
13 郑 书 宇 有 3 卷 是 专门 介绍 数论 的 〈 卷 更、 区 和 X ) . 在 卷 
K 里 卫 ueclid 证 明了 有 无 穷 多 个 素数 存在 ， 他 的 证 明 在 现代 的 
课堂 里 仍 在 讲授 .在 卷 久 里 他 给 出 了 得 到 全 部 Pythagoras 
三 数组 欧 一 个 方法 ， 虽然 他 没有 给 出 他 的 方法 的 任何 证 明 . 
这 个 方法 可 概括 为 公式 
x=t(a’—b’), y=2tab, z=t(a2+b2), 

其 中 t，a 和 b 是 任意 正 整 数 ， 满 足 a 之 b，a 与 b 互 素 ，a 与 b 一 
奇 一 侦 . 

Euclid 还 对 Pythagoras 提 出 的 另 一 个 问题 一 一 找 出 所 
有 的 完全 数 作出 了 重要 贡献 . 数 6 叫做 一 个 完全 数 ， 因 为 
6=1+2+3, Bl 6 等 于 它 的 所 有 的 真 因子 的 和 ( 即 所 有 小 于 
6 的 因数 的 和 ) . 另 一 个 完全 数 是 28， 因 为 28 二 1 十 2 十 4 十 了 
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+14, 而 1，2 ，4 ，7 和 和 14 是 28 的 所 有 小 于 28 的 因数 . 希 
联 人 把 一 个 数 的 真 因数 统称 为 它 的 “部 分 ”， 他 们 把 6 和 28 
称 为 完全 数 ， 因 为 每 个 这 样 的 数 等 于 它 的 全 部 的 “部 分 ”的 
All. 

在 卷 及 里 ，Euclid 发 现 了 所 有 的 偶 完全 数 . 他 证 明 ， 一 
个 偶数 如 果 有 形式 

2'-1(2"—1), 
则 这 个 偶数 一 定 是 完全 数 ， 其 中 P 和 2? 一 1 都 是 素数 . 

两 千年 以 后 Euler 证 明了 Euclid 定 理 的 逆 定 理 ， 即 每 一 
个 偶 完 全 数 一 定 有 有 Euclid 形式. 例如 , 对 于 6 和 28， 我 们 有 

06=2:-1(22—1)=2:3, 28 一 23-1(23 一 1) 一 4.7. 
最 前 面 的 5 个 偶 完全 数 是 

6 28, 496, 8128533550336, 
实际 上 ， 完 全 数 是 很 稀少 的 ， 迄 今 ( 1975 年 ) 只 知道 24 个 完 
全 数 ， 它 们 在 Euclid 形 式 中 对 应 着 的 P 的 值 如 下 ， 

2,3,5, T, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 
521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 
9941, 11213,19937. 

形 如 2? 一 1 的 数 (其 中 p 是 素数 ) 称 为 Mersenne 数 ， 记 
为 M,， 这 是 为 了 记念 Mersenne， 他 在 1634 年 研究 了 这 些 
数 . 对 于 上 面 表 中 所 列 的 24 个 素数 p， 已 经 知道 M, 都 是 素 
数 ， 而 对 于 其 他 所 有 的 p 志 257， 除 去 可 能 的 

p=157, 167, 193, 199, 227, 229 
之 外 ，M, 是 复合 数 . 而 对 这 几 个 p， 还 不 知道 M, 是 素数 或 
者 是 复合 数 ， 
不 知道 是 否 有 奇 完 全 数 ， 甚 至 任何 一 个 的 存在 性 也 不 知 
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道 ， 但 如 果 存 在 的 话 ， 它 一 定 是 很 大 的 ， 实 际 上 要 大 于 105? 
( 参看 文献 [29] ) . | 

现在 我 们 转向 从 Euclid 时 代 以 来 数论 历史 的 简短 的 di 
R, 

在 公元 前 300 年 Euclid 以 后 ， 到 公元 250 年 另 -- 个 希腊 数 
学 家 ， 阿 历 山 得 鲁 的 Diophantu 以 前 ， 在 数论 方面 没有 重大 
进展 ，Diophantu 出 版 过 13 本 书 ， 其 中 6 本 保存 下 来 这 是 
第 一 个 系统 地 利用 代数 符号 的 希腊 人 的 工作 ， 虽 然 他 的 代数 
符号 用 现代 的 标准 来 衡量 好 象 是 笨拙 的 ， 但 Diophantu 的 方 
法 确实 能 解 含有 两 个 或 三 个 未 知 量 的 代数 方程 ， 他 的 许多 问 
题 来 源 于 数论 并 且 自 然 地 去 找 这 些 方程 的 整数 解 . 未 知 量具 
有 整数 解 的 方程 现在 称 为 Diophantu 方 程 ， 而 这 些 方程 的 研 
究 就 是 著名 的 Diophantu 解 析 . Pythagoras 三 数组 的 方程 
x? 十 7 "一 2 就 是 Diophantu 方 程 的 一 个 例子 . 

Diophantu 之 后 ， 直 到 17 让 纪 ， 尽 管 在 远东 ， 一 一 尤其 
在 印度 一 一 在 公元 500 年 至 公元 1200 年 这 段 时 间 出 现 数论 开 
始 繁 荣 的 证 据 ， 但 在 数论 方 没有 出 现 更 多 的 进展 ， 

17 世 纪 ， 在 西欧 ， 数 论 复兴 ， 由 于 卓越 的 法 国 数学 
Fermat ( 1601 一 1665 ) 作出 大 量 的 成 果 ， 他 被 公认 为 近代 
WM BK. Fermath KBR S ES Diophantu T. 
作 交 影响 而 得 的 ， 他 第 一 个 真正 深刻 地 揭示 出 整数 的 性 质 . 
例如 ，Fermat 证 明了 下 列 令 人 惊奇 的 定理 ， 

每 一 个 整数 不 是 一 个 三 角形 数 就 是 2 或 3 个 三 角形 数 之 
和 ， 每 一 个 整数 不 是 一 个 平方 数 就 是 2 ， 3 或 4 个 平方 数 之 
和 ， 每 一 个 整数 不 是 一 个 五 边 形 数 就 是 2 ， 3 ，4 或 5 个 五 
MERZ, Se 0 
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Fermat 还 发 现 ， 每 一 个 形 如 4n 十 1 的 数 ， 比 如 5 13, 
17，29，37，41 等 等 ， 是 两 个 平方 数 之 和 ， 例 如 ， 

5 =17+2?, 13=27+37, 17=17+4?, 

29=27+57, 37=17+67, 41=47+5?, | 

Fermat 时 代 之 后 不 入， 在 数论 的 深入 发 展 方面 ，Euler 
(1703—1783 ) 、Lagrange ( 1736—1813 ) , Legendre 
( 1752—1833 ) 、Gauss ( 1777—1855 ) 和 Dirichlet 
( 1805—1859 ) 成 为 突出 的 名 字 . 第 一 本 数论 教科 书 在 1798 
年 由 Legendte 发 表 ， 三 年 以 后 Gauss 发 表 了 数论 专题 论文 ， 
把 论题 变 为 系统 的 和 美妙 的 学 科 的 一 本 书 ， 虽 然 他 对 数学 的 
其 他 分 枝 和 其 他 学 科 作 出 了 巨大 的 贡献 ， 而 Gauss 本 人 认为 
他 的 数论 书 是 他 的 最 巨大 的 工作 ， 

Gauss 时 代 以 后 的 大 约 一 百年 里 ， 在 不 同 的 方向 上 ， 数 
论 有 了 迅速 的 进展 . 在 少数 的 几 页 里 要 给 出 数论 研究 这 类 问 
题 的 清楚 的 断面 是 不 可 能 的 ， 这 个 领域 是 广阔 的 并 且 一 些 部 
分 需要 高 等 数学 高 深 的 学 问 . 不 过 数论 里 有 很 多 问题 是 很 容 
易 阑 明 的 ， 这 些 间 题 中 的 一 些 涉 及 素数 ， 我 们 把 这 个 历史 介 
绍 的 余下 部 分 专门 用 于 这 些 问 题 . 

在 前 面 有 一 个 小 于 100 的 素数 表 .， 小 于 一 千 万 的 素数 表 
由 一 个 美国 数学 家 D.N ,Lehmer[43] 在 1914 年 发 表 ， 小 于 一 
TOP RBH COLSTON, KIA % 的 误差 ， 更 近 一 些 ， 
D .H.Lehmer[D.N.Lehmer 的 儿子 ] 计 算出 小 于 100 亿 的 
素数 总 数 有 455052512 个 ， 大 约 有 4- % 的 误差 ， 虽然 所 有 这 


些 素数 的 每 一 个 并 不 一 定 知道 ( 参看 Lehmer[41] ) , 
素数 表 的 仔细 的 观察 展示 出 ， 素 数 是 以 很 不 规则 的 方式 


T 


分 布 的 . 素数 表 显 现 出 素数 之 间 可 以 有 很 长 的 间隔 ， 例 
du, x 数 370261 后 面 紧 着 111 个 复合 数 ， 在 20831323 5 
20831533 之 间 没 有 素数 .容易 证 BB, 素数 之 间 任 意 大 的 间 
隔 都 是 能 够 出 现 的 . 

男 一 方面 ， 素 数 表 也 指出 ， 相 邻 (连续 ) 素数 ， 例 如 3 

5 ， 或 101 和 103， 总 会 重新 出 现 ， 差 数 为 2 的 素数 对 就 是 
著名 的 率 生 素数 . 100000 以 内 的 挛 生 素数 超过 1000 对 ， 
1000000 以 内 的 挛 生 素数 超过 8000 对 . 至 今 知 道 的 最 大 的 
挛 生 素数 对 (SAW William GZarnke[76] ) 是 76.3139 一 1 与 
76.3! "十 1 很 多 数学 家 认为 有 无 穷 多 个 这 样 的 素数 对 ， 但 
至 今 没 有 人 能 证 明 它 . 

素数 分 布 不 规则 的 原因 之 一 是 不 存在 产生 所 有 素数 的 简 
单 的 公式 . 一 些 公式 能 产生 很 多 素数 ， 例 如 ， AF 

x2—x-+41 
对 于 x= 0 ，1 ，2 ，…，40 分 别 给 出 一 个 素数 ， 而 
xj: 一 79x 十 1601 | 

对 于 x= 0 ，] ，2 ，…，79 也 都 给 出 素数 ， 但 是 ， 没 有 这 
样 简单 的 公式 能 对 所 有 的 x 都 给 出 素数 ， 甚至 利用 三 次 震 和 
BERRA. 实际 上 ，Goldbach 在 1752 年 证 明了 ， 没 
有 一 个 ?的 整 系数 多 项 式 能 对 所 有 的 x 或 对 所 有 充分 大 的 x 都 
是 素数 . 

某 些 多 项 式 能 表 东 无 穷 多 个 素数 ， 例 如 ， 当 x 通 过 整数 
0，1，2，3，… 时 ， 一 次 多 项 式 


2x+1 
给 出 所 有 的 奇数 ， 因 而 给 出 无 穷 多 个 素数 .又 如 多 项 式 
4x 十 1 与 4x 十 3 


的 每 一 个 部 能 给 出 无 穷 多 个 素数 ， 在 1837 年 发 表 的 一 篇 落 各 
的 研究 论文 里 ，Dirichlet 证 明 ， 如果 a 与 b 都 是 正 整 数 并 且 
是 互 素 的 ， 那 么 当 x 通 过 所 有 的 正 整 数 时 ， 多 项 式 
ax+b 
给 出 无 穷 多 个 素数 .这 个 结果 ， 现 在 就 是 众所周知 的 关于 在 
一 个 给 定 的 算术 级 数 里 素数 存在 性 的 Dirichlet 定 理 ， 
为 了 证 明 这 个 定理 , Dirichiet 超 出 整数 的 范围 并 引入 解 
析 前 方法 如 极限 和 连续 性 ， 根 据 这 个 作法 ， 他 创建 了 称 为 解 
村 数论 的 一 个 新 芍 数学 分 枝 的 基础 .在 解析 数论 里 ， 实 分 析 
与 复 分 析 的 概念 和 方法 仅 限 于 与 整数 有 关 的 问题 ， 
不 知道 是 否 有 二 次 多 Max’ 十 bx 十 c(a 二 0) 表示 无 穷 多 
个 素数 . 然而 ，Dirichlet[163] 利 用 他 的 卓 有 成 效 的 解析 的 
方法 证 明了 ， 如 果 a，2b 与 c 没 有 公共 素 因 子 ， 则 两 个 变量 的 
二 次 和 多项式 . 
ax? -+abxy+cy’ 
当 x 和 y 通 过 所 有 正 整 数 时 ， 它 能 表示 无 穷 多 个 素数 . 
Fermati, XP.Pn-0, 1, 2, --, A27 十 1 总 是 
给 出 素数 ， 这 些 数 称 为 Fermat 数 并 记 为 F。。 前 5 个 是 F? 
=3, F,=5, F,=17, F,=257M1F,=65,537, 它们 都 是 
X. 但 在 1732 年 世 uler 发 现 Fs 是 复合 数 . 实际 上 ， 
F,-2??4-1—641-670047, 
这 些 数 在 平面 几何 里 也 是 有 趣 的 。Gauss 证 明 ， 如 果 F ,是 素 
数 ，F.=p， 那 么 正 p 边 形 能 用 圆规 和 直 尺 作出 . 
超过 fF ， 还 没有 发 现 其 它 的 Fermat 数 是 素数 . 实际 
上 ， 对 于 5<na< 生 16， 每 一 个 Fermat 数 下 ,都 是 复合 数 ， 而 且 
对 于 下 而 更 多 的 a 的 孤立 的 值 ， 已 经 知道 下 .是 复合 数 : 


n=18, 19, 21, 23, 25, 26, 27, 30, 32, 38. 38, 
39, 42, 52, 55, 58, 63, 73, 77, 81, 117, 125, 
144, 150, 207, 226, 228, 260, 267, 268, 284, 
316, 452491945, 
已 知 的 最 大 的 Fermat 复 合 数 是 F ,,,s， 它 超过 105 ?位 数 ， 
这 个 数 超过 洛杉矶 和 纽约 的 电话 号 码 德 的 字母 的 总 数 ( 参看 
了 及 obinson[59] 与 Wrathall[77] ) , 
前 面谈 到 ， 没 有 一 个 简单 的 公式 能 给 出 所 有 的 素数 .在 
这 个 问题 上 , 我 们 要 谈 到 在 1947 年 由 美国 数学 家 W LH Mills 
L550j] 发 现 的 一 个 结果 .他 证 明 ， 存 在 某 个 大 于 1 但 不 是 整数 
的 数 A， 使 得 
对 所 有 的 x 一 1，2，3，…，[ A3*] 是 素数 ， 其 中 [A3*] 
Bis SAH RRB, RE, MAA 知道 A 等 于 什 
Z. . 
前 面 说 明了 素数 的 分 布 是 不 规则 的 ， 然 而 ， 观 察 一 大 组 
素数 发 现 它们 的 平均 分 布 又 好 象 是 很 规则 的 。 虽 然 ， 素 数 没 
有 终点 ， 当 我 们 在 素数 表 上 取 更 多 更 远 的 素数 时 ， 按 平均 数 
计算 ， 它 们 的 距离 变 得 更 大 ， 素 数 频率 减少 的 问题 是 早 在 十 
九 世 纪 数 学 家 们 思索 较 多 的 一 个 题目 .为 了 研究 分 布 性 ， 我 
们 考虑 一 个 记号 为 x(x) 的 函数 ， 它 是 <x 前 素数 的 个 数 的 总 
数 ， 即 
a(x) = WHE2<p<xW RM TH, 
PRE k 408 00 IE, OME Se Be Korb 
log 是 x 的 自然 对 数 ， 


| E 
x n(x) Tog X 

| logx 
10 i 4 4.3 0.93 
10? 25 21.1 1.15 
10 | 168 144.9 1.16 
165 — | ^ i259 1086 1.11 
10; | 8592 8686 1.19 
ice | 6498 12464 1.08 
20 | 654579 621118 1.01 
jJ | 5181455 5431182 1.06 
16° 50847534 48359189 1.05 
tto | 488552512 434281482 1.048 


考察 这 个 表 中 Xx< 委 104 部 分 ， Gauss[24] 55 Legendre[40] 
各 自 独 立地 提出 ， 对 于 相当 大 的 x， 比 值 


a(x) 
x 
logx 


接近 于 1 ， 并 且 他 们 推测 ， 当 x 趋 于 co 时， 这 个 比值 将 趋 于 
1 ，Gauss 与 Legendre 都 想 证 明 这 个 论断 但 都 设 有 成 功 ， 确 
定 这 个 猜想 是 正确 的 或 是 慢 误 的 问题 ， 最 近 一 百年 来 引起 了 
很 多 著名 数学 家 的 关注 ， | 
18514 E EC E Cheb yshevt 9 ] 把 这 个 问题 向 前 推进 
了 重要 一 步 ， 他 证 明了 ， 如 果 这 个 比 趋 于 一 个 极限 ， 那 么 这 
个 极限 一 定 是 1 . 但 他 没 能 证 明 这 个 比 趋 于 一 个 极限 ， 
1859 年 Riemann[58] 用 解析 的 方法 攻克 这 个 问题 ， 他 利 
用 了 Euler 在 1737 年 发 现 的 一 个 公式 ， 对 于 实数 ?>>1， 这 个 
11 
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C) Bis 


联系 起 来 。Riemann 芍 虚 3 的 复数 值 并 描绘 出 一 个 联系 素数 
的 分 布 与 西数 5(s) 的 性 质 的 巧妙 方法 的 轮 廊 .数学 家 们 需要 
证 明 他 的 没有 完全 展示 出 的 方法 的 所 有 细节 是 正确 的 ,而 
Riemann 在 1866 年 去 世 之 前 并 没有 完全 解决 这 个 问题 . 

30 年 后 由 于 掌握 了 必需 的 解析 的 工具 ，1896 年 ] ,Hada- 
mard[28] 与 C,J de la Vallée Poussin[71j 分 别 独立 她 几 
乎 是 同时 成 功 地 证 明了 

lim x(x)logx -1. 
x x 

这 个 卓越 的 成 果 叫 做 素数 定理 ， 它 的 证 册 是 解析 数论 芍 
瘤 煌 成 就 之 一 . 

1949 年 , 两 个 当代 数学 家 Atle Selberg[62] 5 Paul 
Erdos[19j 给 数学 界 引起 一 次 得 动 ， 当时 他 们 发 现 了 素数 定 
理 的 一 个 初等 证 明 ， 他 们 的 证 明 ， 尽 管 很 高 深 但 没有 利于 
$(5), ， 也 没有 利用 复 变 函数 运 论 ， 原 则 上 讲 ， 对 于 任何 强 悉 
初等 微 积分 的 人 都 是 可 以 理解 的 . 

关于 素数 的 最 著名 的 问题 之 一 是 所 谓 的 Goldbach 征 想 ， 
1742 年 ，Goldbach[26] 写 信 给 Euler 认 为 任何 宇 4 的 偶数 部 
是 两 个 素数 的 和 ， 例 如 

4 一 2 十 2， 6 一 3 十 3，8:-=3 十 5 

10 王 3 十 7 一 5 十 5， 12=5+7, 
这 个 猜想 至 今 没 有 解决 ， 虽 然 近 儿 年 的 一 些 进 展 显 示 它 可 能 
是 正确 的 . 在 数学 家 们 还 没 能 证 明 它 时 ， 为 什么 认为 它 可 能 
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是 正确 的 呢 。 首 先 ， 这 个 狂想 对 于 所 有 小 于 33 x 10' 的 偶数 
由 实际 计算 已 被 证 实 . 已 经 发 现任 何 一 个 大 手 6 而 小 于 33 
Xx10° 的 偶数 实际 上 不 仅 是 两 个 奇 素数 的 和， 而且 是 两 个 不 
同 的 奇 素数 的 和 ( 参看 Shen[66] ) , 但是， 在 数 论 BPH 
件 事例 的 验证 是 不 足以 使 数学 家 们 相信 某 事 是 真实 的 . 例 
如 ， 所 有 奇 素数 分 为 形 如 4n 十 1 和 4n 十 3 两 种 类 GS, Ax) 
表示 形 如 4n 十 1 一 x 的 所 有 素数 BA, n. O0 ERE B 
4n — 3h) «xij Bis SOS PR. 两 种 类 型 的 素数 各 有 无 穷 多 
个 是 已 知 的 .根据 计算 得 到， 对 所 有 x<26861， ri(x) < 
z;(x)， 但 在 1957 年 ，J ,Leech[39] 得 到 ， 对 于 x 一 26861， 
Xi1(x) 一 1473 而 Xx;(X)==1472， 所 得 不 等 号 与 前 面 所 说 相反 。 
1914 年 Littlewood[49- 证 明了 这 个 不 等 式 经 常 无 限 地 前 后 
KARA, MALIA Px, Wr (x)<<x;(x)， 也 有 无 穷 多 
个 x， 使 ri:(x)>rs(x)， 根 据 成 也 上 万 次 事例 的 计算 验证 过 
的 ， 关 于 素数 的 猜想 也 可 能 是 销 误 的 . 因此 ，Goldbach 猜 
想 对 所 有 小 于 33 x 10 贡 偶数 验证 的 事实 只 是 有 利于 它 鸣 很 
小 一 点 证 握 . 

数学 家 们 收集 关于 猜想 的 特殊 情形 的 正确 性 的 证 据 的 另 
一 方法 是 证 明 其 它 的 有 些 类 似 于 狂想 的 定理 例如， 在 1930 
年 ， 俄 国 数学 家 Schnirelmann[L613 证 崩 ， 存在 一 个 数 M， 
使 得 每 一 个 整数 n 从 某 种 意义 上 看 是 MM 个 或 更 少 的 素数 之 
fil. 

n=p,t+p,te+pe 《对 充分 大 的 2). 

如 果 我 们 知道 对 所 有 偶数 n， M 等 于 2 ， 这 将 是 证 明 对 所 有 
充分 大 的 nx，Goldbach 猜 想 成 立 。1956 年 中 国 数 学 家 以 文 霖 
[73] 证 明了 M 科 18， 这 就 是 说 每 一 个 整数 n 从 某 种 意 义 上 看 
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LIST MBDA WH L. Schnirelmann 的 结果 被 认 为 是 
向 Goldbach 猜 想 的 证 明 前 进 的 一 大 步 ， 它 是 近 200 年 来 在 这 
个 问题 上 作出 的 第 一 个 真正 的 进展 . 

更 接近 于 Goldpach 猜 想 的 解决 是 在 1937 年 由 俄国 的 另 
一 位 数学 家 I.M.Vinogradov 作 出 的 .他 证 明了 ， 从 某 种 意 
义 上 看 ， 每 一 个 奇数 是 三 个 素数 的 和 ; 

a 一 pi: 十 py 十 pi(a 是 充分 大 的 奇数 ) . 

实际 上 ， 对 所 有 大 于 3， 的 奇数 n+ ， 这 是 正确 的 (参看 
Borodzkin[ 51). 迄今， 这 是 有 利于 Goldbach 猜 想 证 HB 
的 最 强 有 肥力 的 武器 首先， 容易 证 明 Vinogradovr 定 理 是 
Goldbach 论 断 的 一 个 推论 ， 也 就 是 说 ， 如 果 Godbach 猜 想 
是 正确 的 ,那么 很 容易 推出 Vinogtadov 的 论述 .Vinogradov 
的 成 绩 巨大 在 于 他 没有 利用 Goldbach 论 断 而 能 证 HH 他 自己 
的 结果 .遗憾 的 是 ， 没 有 一 个 人 能 用 另外 的 方法 完成 它 的 证 
HA3£ py Vinogradov t iuEBH Goldbach 3878 . 

有 利于 Goldbach 猜 想 证 明 的 另 一 个 证 据 是 在 1948 年 由 
匈牙利 数学 家 Renayi[57] 得 到 的 .他 证 明了 ， 存 在 一 个 数 M， 
.使 得 每 一 个 充分 大 的 偶数 an 能够 写 为 一 个 素数 与 另 一 个 素 因 
子 的 个 数 不 超 过 人 的 数 之 和 : 

nm p+ A, 
其 中 A 的 素 因 子 不 超过 M 个 (n 是 充分 大 的 偶数 2 MER 
们 知道 M=1， 那 么 Soldbach 猜 想 对 所 有 充分 大 的 是 正确 
的 .1965 年 A.A,BuhstabL[ 6 ] E A,I, Vinogradov[72]ii: HH 
M<3, ，1966 年 陈景润 证 明 M< 2. 

我 们 位 要 地 谈 谈 关于 素数 的 一 些 著 名 的 尚未 解决 的 问题 
来 结束 这 个 介绍 . 
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12, 


( Goldbach 问 题 ) 是 否 有 一 个 大 于 2 的 偶数 ， 它 不 是 两 
个 素数 的 和 。 

有 没有 一 个 大 于 2 的 偶数 ， 它 不 是 两 个 素数 的 差 ? 

有 没有 无 穷 多 个 挛 生 素 数 ? 

有 没有 无 穷 多 个 Mersenne 素 数 。 Mersenne 素 数 就 是 形 
如 2 一 1 的 素数 ， 其 中 p 是 素数 . 

有 没有 无 穷 多 个 Mersenne 数 是 复合 数 ? 

有 没有 无 穷 多 个 Fermat 素 数 ? Fermat 素 数 就 是 形 如 
27 十 1 的 素数 . 

有 没有 无 穷 多 个 Fermat 数 是 复合 数 ? 

有 没有 无 穷 多 个 形 如 x 十 1 的 素数 ”其 中 x 是 整数 . 〈 已 
AAA BAS TE xe ty, x*+y*+1, x? +y 
士 z* 十 1 的 素数 ) . 

有 没有 无 穷 多 个 形 如 x? 十 K (KK 是 给 定 的 ) 的 BBO 


， 对 于 每 一 个 整数 na>>1， 在 n? 与 (n+ 1)? 之 间 是 否 总 是 怪 


少 存在 一 个 素数 ? 


， 对 于 每 一 个 整数 n>>1， 在 n? 与 n? Zt 否 总 是 至 少 


存在 一 个 素数 。 

是 否 有 无 穷 多 个 各 位 数字 ( 基数 为 10 ) 全 是 1 的 素数 ? 
CAPS 个 例子 ，11 和 11, 111, 111, 111, 111, 111, 
111, 111. ) 

专业 数学 家 们 被 数论 所 吸引 是 因为 看 来 现代 数学 的 所 有 


方法 都 能 运用 在 数论 的 问题 上 上， 实际 上 上 上， 很 多 重要 的 数学 
分 支 起 源 于 数论 例如， 最 初试 图 证 明 素 数 定理 促进 了 复 
变 函 数论 尤其 是 整 函数 论 的 发 展 ， 试 图 TE WY, 4 n> 时 ， 

Diophantu 方 程 x* 十 y" = 二 z" 没 有 非 平 几 解 ( Fermat 480 Sp 
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致 代数 数论 的 发 展 . Pop 
域 之 一 ， 即 使 Fermat 猜 想 仍 示 解决， 这 个 狂想 上 的 研 
完工 作 中 已 经 创造 出 的 大 量 Wm puni, MEE 

BMPR AEB. 另 一 个 例子 是 分 拆 理 论 ， 它 已 成 为 
组 合 分 析 的 发 展 和 檬 函数 研究 中 的 一 个 重要 因素 ， 

数论 中 有 几 百 个 尚未 解决 的 问题 ， 新 问题 的 出 现 比 老 问 
题 的 解决 更 快 ， 并 有 很 多 几 个 世纪 留 下 来 的 未 解决 的 问题 . 
MM 学 家 Sierpinski 曾 说 过 的 那样 ，“…， 我 们 对 数 的 认 

5 进展 不 仅 是 推进 关于 它们 我 们 已 经 知道 的 东西 ， 还 村 兴 
认识 关于 它们 我 们 不 知道 的 东西 

注 ， 每 一 个 认真 学 习 数 论 的 大 学 生 都 知道 D ickson 的 数论 历史 的 三 卷 书 
[13] 和 Le Veqte 的 数论 评论 的 六 卷 书 [45].Dickson 的 《历史 > 给 出 一 个 直到 
1918 年 汐止 的 全 部 数论 文献 的 百科 大 全 ，Le Veque 的 书 重 现 了 4 数论 评论 》 
(1840—1972 ) 中 与 数论 问题 吉 接 有 关 的 全 部 评论 文章 .这 两 部 珍贵 的 藏书 实际 
上 沦 供 了 从 古代 直到 1972 年 在 数论 方面 所 有 的 重要 发 现 的 历史 . 


o 


Sou ”算术 基本 定理 


这 一 章 介绍 初等 数论 的 基本 概念 ， 如 整除 性 ， 最 大 公约 
Sr. 素数 及 复合 数 等 ， 主 要 的 结果 是 定理 1,2， 它 肯定 了 任 
意 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 存在 性 .还 有 定理 1.10( ARIE 
本 定理 )， 它 证 明了 每 一 个 大 于 1 的 整数 都 可 以 唯一 地 表示 
AS ARF CRT ARH) ,许多 证 明 的 成 立 要 利 
用 到 下 面 的 整数 的 性 质 . 
归纳 法 原理 ”如果 Q 是 一 个 具有 如 下 性 质 的 集合 ， 

(a) 1€Q, 

(b) acQ 就 有 na+1EQ， 
则 

(c) MAS BAR FQ, 

当然 ， 这 个 原理 有 替换 的 形式 ， 例 如 ， 在 (a) 里 ， 整 数 1 
可 用 任意 整数 KK 代 殖 ;在 (c) 中 不 等 式 宇 1 可 换 为 宇 K; 还 有 
(b) 可 换 为 L，2，3，…，n€Q 推 出 (n+1€EQ. 

我 们 假定 读者 对 这 个 原理 以 及 利用 它 去 证 明定 理 是 熟悉 
的 ， 我 们 也 假定 转 者 熟悉 下 面 的 原理 ， 它 与 归纳 法 原理 是 如 

17 


辑 等 价 的 . 
EFRR 如 豆 A 是 “个 以 正 整数 为 元 素 的 非 空 集 合 ， 那 么 
ATER Pi DTC 

这 个 原理 也 有 等 价 的 形式 ， 例 如 ， 甚 中 的 “ 正 整 数 ” 可 
UE APAK, SOR kK” RR, 

H: 本 章 内 ， 小 写 拉 丁字 母 a，b，c，d，a 等 表示 整数 ,它们 可 以 BEY, 
负 的 或 者 是 亚 . 


1.2 整除 性 


整除 的 定义 ， 当 n= 二 cd 时 ， 我 们 说 d 整 除 n 并 记 为 djn， 
我 们 也 说 n 是 4 的 信 数 ，d 是 1 前 一 个 约 数 或 因数 ， 如 RABE 
整除 n， 我 们 就 记 为 dfn . 

整除 在 任意 两 个 整数 之 间 建 立 了 一 个 关系 ， 它 具有 下 列 
ADKRTEER, EOGEBME 85] ER E. 

定理 1.1 整除 有 下 列 性 质 ， 

(a) n|n | (CRIE) 

(b) dfa 与 alm 推 出 dm (传递 性 ) 

(c) din 导 dm 推出 dan+Thbm) 《线性 性 ) 

(i) diniiHiad!an ( 乘法 性 ) 

(e) adlan, ascoffiiidin CHER) 

(i) iin ( 1 BRE PER ) 

(e) nio ( 每 个 整数 都 整除 零 

(h) 0; nh 4fn=0 `《 零 只 能 整除 零 

G) din, nx<0D 38141] <jn| 

(j) din, nld% fld] — Ini 


Qv 


, 


LI 


(I) din, d&o, Dit n. 


GS indin, AB 2,5 dF 


1.3 最 大 公约 数 


URGED A ca Sb, MAA a bw AWM. 于 
是 ，1 是 任意 一 对 整数 a 与 b 的 公约 数 . 现在 我 们 证 明 ， 任 意 
-对 整数 4 与 一 定 有 一 个 公约 数 可 以 表示 为 与 b 的 线性 组 


Z 
定理 1.2 ”给 定 任意 两 个 整数 :与 b， 一 定 存在 一 个 形 如 
d=ax-+by 


的 4 与 5 的 公约 数 4， 这 里 x 与 y 是 整数 ， 而 且 a 与 b 的 每 一 个 公 
纳 数 都 整除 这 个 d. 

EW] GE, Sefl[EDEaBDO, boo, REHAR, 
xtHin--a--b, Mn=0, MJa=b=0, 3E 们 可 以 取 d=0， 
x 二 y=0， 于 是 我 们 假设 定理 对 0，1，2，…,，n 一 1 是 成 立 
W. EUNXEERTE, SedlnfDbRazb. An5ib-o, Nj 取 d =a, 
x=1, y=0, QURDD1, Mxta-b Sb xx + IEEE. 因为 
(a—b)+b=a=n—b<n—-1, MAAK E WE, 结论 是 成 
立 的 ， 并 且 a 一 b 与 有 一 个 形 如 d= (a 一 b)x 十 by 的 公约 数 d.， 
这 个 d 也 整除 (a 一 b) 十 b=a， 所 以 d 是 a 与 b 的 一 个 公约 数 并 
是 我 们 有 d=ax 十 (7 一 x)b， 这 是 a 与 bp 的 一 个 线 性 组 合 . 为 
了 完成 证 明 我 们 还 需要 说 明 每 一 个 公约 数 都 整除 4 a GDH S 
约 数 整 除 a 与 5， 根 据 线 性 性 也 就 整除 d . 
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WURecosUEb OOR MME SPE). RE al 
[bE THER Pal 215] e RECO 有 形式 


d— lalx+ bl y, 


训 果 a 二 0， 风 lalx 一 一 ax 一 a(- x), Bd, ^i "tho, MI 
1bly=pP( 一 7)， 因 此 4 还 是 zs 与 5 时 一 个 线性 纪 合 [ 

定理 1.3 给 定 整 数 a 与 b， 有 且 仅 有 一 个 整数 人 A 
TER., e 

(a) dz0 (qd 是 非 负 的 ) 

(b) dlalldlb (d 是 as 与 b 的 一 个 公关 数 ) 


(c) #zela, ejb, Weld 《 每 一 个 公约 数 都 整除 d 

证 明 ”根据 定理 1.2， 至 少 有 一 个 d 满 足 条 和 件 (b) 与 (c). 
Ard 也 满足 (b) C, HBAd|d’ 上 且 Gd, 所 以 jdl=1d i, 
因此 只 有 一 个 d 宇 0 满足 (b) 与 (¢)， [i 

ik: 在 定理 1.3 中 ， 当 且 仅 当 a 一 b 一 0 时 ，d 王 0， 在 其 它 情况 下 dd 之 1 

定义 ”定理 1.3 里 的 数 4 称 为 a 与 b 的 最 大 公约 数 (gcd) 且 
Ha, b)mtaDbXm, 如 果 (a,b)=1， 则 称 a 与 b 是 互 素 的 . 

记号 alD)b 来 自 于 把 最 大 公约 数理 解 为 对 sa 与 8 施行 运算 . 
但 是 最 常用 二 记 号 是 (a，b)， 尽 管 在 下 面 的 定理 中 我 们 也 用 
记号 aDb， 那 是 为 强调 运算 也 的 代数 性 质 . 

定理 1.4 9cd 具 有 如 下 性 质 . 

(a) (a, b)=(b, a) 


aDb-bDa ( BRI) 
(b) (e, ©, NN b), c 

ii (bb) = (SMOD Grat) 
(c) (ac, be)= |e, (a, o» 

(ca)D(cb) = |c] aDb (HERE) 


Ir p+ | 


(d) (a, I=, a)=1 (a, 0)=(0, a)=|al, 
aDl=1Da=1, aD0--0Da-!a|, 
证 明 我 们 只 证 明 (c)， 其 余 几 条 的 证 明 作 为 练习 留 给 


Sd--(a, b), e=(ac, bc), 我 们 名 要 证 明 e= [c|d. FF 
d=axt+br, 我们 有 

(1) cd--cax-teby, 
WcedÓkERac^jbe: CK. Brbliced3aeERe, Mik Wejac, elbe, 
由 ( 1 ) 得 ejcd， 因 此 1e! =|cd[ gste- |cld. C] 

定理 1.5 Euclid 引 理 ， $nSaj|bc S (a, b)—1, MA 
alc, 

证 明 因为 (a，b)=1, 所 以 我 们 可 以 写 1=ax 十 by ,c= 
LI 


`! 
oa 


acx+bcy, {Aalacx, albcy, 


14 素数 


定义 ”一 个 整数 n 被 称 为 素数 ， 车 1 之 1 且 它 的 正 约 数 只 
# 1 Ain. MaD ARER, Wnt 

僻 邓 ”100 以 内 的 素数 有 2，3，5, 7, 11, 13, 17, 19, 
23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 
79, 83, 89, 97, 

注 ; MwA. PO pi, q q, qi Rae, 

定理 1.3 FETERE S sk E — ut 3 S BE 
$8. 必 是 二 者 之 一 . 

证 明 ”我 们 对 n 作 归纳 法 . 当 n ==2 时 ， 定 理 显 然 成 立 . 

Ex cath E PUER DR i. 那么 ， 当 n 不 是 素数 
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时 ， 它 有 一 个 正 约 数 d 三 1，d 记 n， 于 是 有 n= 二 cd, nc, 但 
c 与 d 二 . 数 均 过 n 且 之 1， 所 以 ec，d 都 是 素数 的 乘积 ， 因 而 n 也 
是 素数 的 乘积 ， Li 
定理 1.7 Enclidg38. 素数 有 无 穷 多 个 . 
Euclid 的 证 明 假设 素数 只 有 有 限 个 ， 例 如 RED, 
pi，…，pa， 令 人 =1 二 pip:…pa， 于 是 N>1， 所 以 入 是 
素数 或 是 一 些 素数 之 积 ， 由 于 N 大 于 每 个 素数 p; NOUS 然 就 
不 是 素数 ， 而 且 设 有 一 个 素数 p BEN Cin 果 p;|N， 那么 
Di 整除 差 N 一 pp:…pa 一 1) ， 与 定理 1.6 矛 盾 ， [] 
定理 1.8 如 果 素 数 p 不 能 整除 a， 那 么 (p，a) 一 1 
证 明 = 4d=(p, a), Wid|p, Bride izkdop. 但 是 
dja， 所 以 d 志 p( 因为 pfa ) ， 因 此 d=1. [] 
定理 1.9 ”如 果 一 个 素数 p 整 除 ab， 则 Aplampib. 更 
一 般 ， 如 果 一 个 素数 整除 乘积 a,a,…a,， 则 p 至 少 整 除 其 中 
一 个 因子 . 
证 明 设 plab Hpła, 我 们 证 明 plb. 由 定理 1.8， 
(p，a) 王 1， 根 据 Euclid 引 理 ， 得 p1b. 
对 于 更 一 般 情 形 的 证 明 ， 我 们 可 以 对 因子 的 个 数 n 作 归 
纳 法 ， 详 细 证 明 留 给 读者 。 D) 


1.5 HRA ES 


定理 1.10 算术 基本 定理 . 每 一 个 >1 的 整数 n 都 能 唯一 
地 表示 为 素 因 数 的 乘积 ( 不 诗 因数 的 顺序 ) . 
证 明 我们 对 nm 作 归 纳 法 . 当 1=2 时 定理 是 成 立 的 E 
定 对 于 大 于 1 小 于 n 的 所 以 整数 定理 成 立 ， 我 们 要 证 明 对 于 
22 


定理 成 立 . WRN ESC BAR UE, FEBR E 复合 数 
Hn fie obo. 

(2) n—-Ppip,--p.—d:i0,"0;, 
我 们 要 证 明 s=t 且 每 一 个 p 等 于 某 个 q ,因为 p: BRE Ela, 
…q:， 所 以 pi 必 和 整除 其 中 至 少 一 个 因数 ,下 排 q;，q;，…， 
qi 的 顺序 ， 便 pi:1q:， 央 为 p,，d: 都 是 素数 ， 所 以 py: 一 dl 
(2 XU 得 

-一 


Ai9>1Kt>1, | <n, 归纳 法 假设 告诉 我 们 ， 除 开 


因数 的 顺序 外 ， 分 解 式 必 须 相 同 ， 因 此 s=t 且 不 


计 因 数 的 顺序 ，( 2 ) 的 两 个 分 解 式 是 相同 的 . 证 明 完 成 . 
un 在 整数 an 的 分 解 式 中 ， 特 定 的 素数 p 可 以 出 现 多 次 .如 果 n 的 不 同 853 A 
Hips. Pe c pr Ho 作为 因数 出 现 ci 次 ， 则 我 们 可 以 写 
nn 一 pl1p22…prr， 


或 更 简短 地 写 为 
n= l pf: 


xc AP Hen E k BED HBR FER PAP, RIR 每 

个 指数 ca ;为 0 WLR AT LEAS 1， 

定理 1.11 id , 则 3 的 正 约 数 的 集合 不 是 形 如 Jp 

的 数 的 集会， 其 中 0<e; Sa, i=1, 2, =°, 
WE] MERS, 


如 黑 我 们 拒 依 次 增 大 的 索 数 系列 记 为 
Pi 一 2，p2z 一 43，Ds 一 5，…，pna 一 第 na 人 素数 ， 则 每 一 个 正 整数 n (Rl) 


n 
. 
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METIER 


m^ a 
n= H pit, 
i=1 
dt Aaa G 90. Foe RE RE on 
rp 1 
iei 


BITS ENGL Kun TARRAA 
定理 1.12 ”如 果 责 个 正 整数 a 与 8 的 因子 分 解 式 为 
a= ip? , b=[Ip?:, 


int i=! 


那么 它们 药 最 大 公约 数 的 因子 分 解 式 为 
(a, bep? 
Spaj—^7c;—min'a,, bj) Bla; Sb, p ARNE., 

证 明 令 d4 一 TIY-，pii， Ale; <a i? Cy <. ob, 3E 7] Adla, 
dlpb， 所 以 d 和 证 a 与 b 的 一 个 公约 数 ， 又 令 e 是 na 与 bp 本 任 一 公约 
gia e= IT. pili. MJe Sa, e,=<<b,, Mhe sc, T 
Aie|d, PAd Gb K CLR, 


Á 
e 


素数 倒数 的 级 数 


定理 1.13 XS. > E: 
HER] ”关于 这 个 定理 的 下 面 的 简 短 证 明 是 Hi Clarkson 
[11 作 号 葛 ， 我 们 服 定 这 个 级 数 收 敛 便 得 出 矛 质 ， 六 级 数 政 


S. s Og K Mia 
" H 1 
S Ld eS 

nA 1 Pa 2 ° 
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&Q =p +p E BB nQ, n=1, 2, +, Xe 数 中 没 
有 一 个 都 设 b; Pp. oe Pe tB Bu f ]-- XE, Rtn 
B) SUE TAL BH PES D0 Dasa, cU LL PIR RE 
Ari, RTII 


r 1 co 1 i 
Si 8 S( > +), 
rei 1+nQ ENSE: Pa 


这 基因 为 左 过 的 和 式 的 所 有 的 项 都 包含 在 右边 的 和 式 的 项 
m. "PN 这 个 不 等 式 的 右 端 不 超过 收银 的 几何 级 数 


所 以 级 数 沁 ppl oy 的 部 分 和 有 界 并 因此 收 贫 ， 但 这 是 一 个 


了 矛盾， 因为 积分 检验 或 极限 比较 检验 证 明了 这 个 级 数 是 发 散 
的 O 
: 这 个 级 数 的 发 散 性 是 由 Euler[201 直 1737 年 首先 证 明 的 ， 它 因 显 然 得 到 
"e 多 个 素数 的 Euclid 定 理 鲁 落 名 . 
在 下 一 章 我 们 将 得 到 一 个 渐 近 公式 ， 它 说 明 部 分 和 
$ 二- 与 log(lesn) “PREP IES, 


k=1 


1.7 Euclid 算 法 


当 a 与 b 的 素数 宪 分 解 式 已 给 出 时 ， 秆 理 1.12 提 供 了 计 筑 
最 大 公约 数 (a，b ) 的 一 个 实际 方法 ， 但 让 所 该 的 计算 需要 
得 到 素数 罕 分 解 式 ， 而 选择 一 种 最 少 计算 过 程 的 方法 是 合 符 
需要 的 . 有 一 个 有 效 的 方法 ， MAAM Euclid, €A 
需要 a 与 b 的 分 解 式 .这 个 方法 是 在 连续 作 除 法 的 基础 上 并 利 
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用 下 面 的 定理 作成 的 . 
定理 1.14 ”除法 算法 . 给 定 整 数 a 与 b 且 b >0， 则 存在 唯 
一 的 一 对 整数 4 与， 使 得 
a=bq+r oxr<b, 
而 且 , r 二 0 当 且 仅 当 b|a. 
注 ， 我 们 称 q 是 以 去除 a 所 得 的 商 数 ，r 是 所 得 的 余数 ， 
WEB] . 令 5 是 由 
S={y!y=a—bx, xJESESE, y>0} 
给 出 的 非 负 整数 的 集合 ， 它 是 非 空 的 ， 所 以 它 有 一 个 最 小 元 
a—bq. 4r=a—bq, Wla=bq+rHr>0, 现在 我 们 证 明 
r<b, diRrlb, Wjo«r—b«cr, 但 r -bES， 这 是 因为 r 一 b 
=a—b(q 十 1)， 因 此 r 一 b 是 S 中 比 最 小 数 r 还 要 小 的 数 ， 这 
个 矛盾 证 明了 r<b。， 这 一 对 数 qg，r 是 唯一 的 。 如 果 有 另 一 
Aja ,rr' ,那么 hq 十 r=bq’ tr, Rabla sr r, 
于 是 bi(r 一 r')。， 如 果 r’ 一 r 夺 0， 则 b 志 |r 一 r']， 这 是 一 个 
AS. Altr’=rHq’=q, RA, + 一 0 当 且 仅 当 b1a 是 显然 
的 事 . H 
TE; 虽然 定理 1 .44 是 一 个 存在 性 定理 ， 但 它 的 证 明 实际 上 给 出 了 计算 高 数 q 


和 余数 r 的 一 种 方法 ， 我 们 由 a 减 去 b 的 足够 多 的 倍数 直到 我 们 得 到 a — bx 的 县 小 
的 非 负 的 数 为 止 . 


定理 1.15 ”Euclid 算 法 ， 给 定 正 整 数 a 与 b， 这 里 bfa 
令 rs 二 a, r+; 一 b， 反 复 利 用 除法 算法 得 到 由 关系 式 


Ter iq, tr, 0<T <r, 
rT,—r,q, tr, Ocr,«r, 
Tg-277Tg.,.Qna.,-bF f, Ocr,-«r,., 
Tami Sraa trayi Pasi 50 
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逐次 确定 多 余数 [;，r: ，…，rae，rn HAS., 则 最 后 的 非 
EOAR HRASVARKAOH Ca. 6 ) . l 

证 明 [Aye EME Sa, ADA ere. = 0. 
RARE rao r q Wr |r,-;， 个 数 第 二 个 式 子 说 
Blr.ir.... 由 归纳 法 我 们 看 到 r ,整除 每 一 个 r;， 特别 地 ， 
rer 一 br lr 一 a8， 所 以 rs 是 a 与 b 访 一 个 公约 数 . MES 
gd 是 a 与 b 的 任 一 公约 数 ， 由 第 一 个 式 子 一 rq 十 r; 说 明 
djr;,，， 下 一 个 式 子 说 明 djr;， 由 此 迪 推 ，d 整 除 每 一 个 ri， 
所 以 djr, ， 于 是 rs 就 是 所 求 的 最 大 公约 数 . [] 


1.8 两 个 以 上 的 数 的 最 大 公约 数 


三 个 整数 a，b,c 的 最 大 公约 数 用 (a，b，c ) 表示 并 
由 下 式 定义 ， 

(a, b, c)= (a, (b, c)). 

根据 定理 1.4(b) BA Ca, (b, c))=((a, b), c 
MARKARIK Fa, b, cH ACTIN BMX. 

BFE, oP EE Bray, ，…，as 的 最 大 公约 数 由 式 子 

(CHF a,, och ag)— (a, (a,, Tz a,)) 

HAGEX, Be Ba, HEU y X. 

Wid (ar, e, aa), RYMS BE 
IR EM AS E BB ES , Ban :a; 的 一 个 线性 组 合 ， 
DUAR FEMS ee, xil 

(ay, **, aa) aX, po a NX. 
Mds i, BBR Ae Baty 例如 2，3 和 和 10 是 IE 
m. 
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mPa, aj)—1, GXHixj, 则 数 a,，…，a。 称 为 是 
WETER. Har, ce. a ERDERA, War, c0. aad 
=1, 但 是 由 例子 (2, 3, 10) 可 说 明 反 之 并 不 一 定 成 立 。 


第 一 章 习题 


ARR BES DFR TERR a, b, c, 1, x, y, z X 
AR HE Be 
YEW 1 — 6 题 
如 果 (a, b)-1, Hcla, dlb, Wc, d)=1. 
mla, b)= (a, c) 21, MCa, be)= 
Fa, b)ei, WAMAN, kot, (as, bt) = 


w Boo 一 
n . ‘ 


Cs, b)=1, W(a+b, 3 一 b) 必 为 1 或 2 . 

(a, b)=1, Ml(a+b, at—ab+b?). mM 1583, 

"Ca, b)eiBdl(acb), Wa, d) (b, d)=1. 
He, beiit, AAR T PRU RELI. 如 果 两 个 


= OD + 
Qr 35 ùs om 


既 约 分 数 的 和 是 整数 ,比如 ( 人-)+( g) 证 明 


ibi=1dl. 
8. 一 个 整数 藻 不 能 被 任何 一 个 素数 的 平方 整除 ， 这 个 整数 
就 称 ) > Jü F 2j 因子 数 . EH, 对 每 一 个 a Si, # ME 


一 确 宝 的 a>>0，b>0， 使 得 n=a:b， 这 里 b 是 无 平方 因 
子 数 . 

9. 对 下 面 的 每 一 条 叙述 ， 或 者 给 出 证 明 ， 或 者 举 出 一 个 反 . 
Bl. 
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10. 


11. 


12. 


15. 


14. 


eA — 
a Cc» Q 


ot 
0 


19. 


(a) #;b2 in, a?|n, a?<b?, Malb, 

(b) 若 b? 是 a 的 最 大 的 平方 约 数 ， 则 pa? | not $n 
alb, 

Gx5y, Yim-eax-cby, n=cx+dy, 这 里 ad 一 be 

==1, WH, n)= (x, y). 

证 明 ， 当 na>>1 时 ，2 二 4 是 复合 数 ， 

f#E12. 13, 14H, a, b, c, m, n 2; wwe, 

对 下 面 的 每 一 条 叙述 ， 或 省 给 出 证 明 ， 或 省 举 出 一 个 肥 

hi. 

(a) Fya™|b*, Kalb, 

(b) fin?*|m?, Rinim, 


(c) Zya?|25b", n1, Mlalb, 
G) dia, b)= yai) =n, WHIb— 1, 


(b) MUBnAUE— TIE SCC mi, DIS LEE 
数 . 

WR (a, b)=1, ab=c*, jEBBa= x", b=ynsxP Ax 

与 ;成 立 , [提示 ， Witd=(a, c)J. 

证 明 每 一 个 n 宇 12 是 两 个 复合 数 之 和 . 

证 明 ， 若 2 一 1 是 素数 ， 则 n 也 是 素数 . 

证 明 ， 若 2" 十 1 是 素数 ， 则 a 是 2 的 方 宕 . 

媒 求 天 na， 试 算 出 以 a 表 示 的 最 大 公约 数 (a2?2 十 
2 iW. SAs=a’ + IFUL Rm on, HJ 

di^. |C A. —2)1. 

FibonaccifRyy1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, + dE 

由 递 推 公 MAS. Calix, HER, Jta, ma, 1, 
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证 明 ， 对 每 一 个 n 都 有 (a。， aasi) =l, 

20. Æd= (826，1890)， 利 用 Enclid 算 法 计算 4d， 并 把 d 表 
示 为 826 与 1890 的 一 个 线性 组 合 . 

21. 两 个 整数 a 与 b 的 最 小 公信 数 (1cm ) 记 为 Ca，b] 或 aMb。、 
并 由 下 起 确定 ， 


a, b= Maso, bso, 
[a, b]=0 当 a =0 或 b=0 时 ， 


证 明 坡 小 公信 数 有 下 列 性 质 ， 
(a) UR a= TE pi, b= ll p 


b; 
WiCa, bJ= IT pit, Sorte, =maxfa,, bi). 
(b) (aDb) Me= (aMc)D(bMe). 
(c) (aMb)De=(aDe)M(bDc), 
(D 与 M 是 相互 分 配 的 ). 
22. WEB], (a, b) —(acb, [a, b]). 
23， 两 个 正 整 数 的 和 是 5264 而 它们 的 最 小 公 售 数 是 200340， 
试 确 定 这 两 个 数 . 
24. 证 明 下 面 的 最 大 公约 数 的 乘法 性 质 ， 
_ a k f 
(ah, bk) = (a, b)(h, o( ay? TED ) 


(aay tite) 
(a,b) ’ (h,k)/* 
‘PR, 4 (a, b)= (h, k)=1W, XET (ah, bk)= 
(a, k)(b, h). 
证 明 从 25 题 至 28 题 的 每 一 题 . 其 由 所 有 的 整数 都 是 正 的 . 
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25. 
26. 


27. 


28. 
29. 


30. 


如 果 (a，b) =1， 册 存在 x>0 与 y>0， 使 得 ax 一 by=1 
如 果 (a, b)= 1, x'—y^, Wee 4adfx=n5, y—n'. 
[利用 25 题 13881. 
(a) (a, b) =1， 则 对 每 个 n>ab， 存 在 正 整 数 x 与 7 ， 
fiifin-ax-Fby, 
(b) (a, b) «1, MATE Bx Sy rf 
ab=ax+by, 
#a>1, W(a™~-1, a*^—1)-aí("'*? —1, 
AEn, &$S4kJ6XCInBy— qub EORR. Em 
Wa, bA TS, a=b, Matb, HSER ERRESA 
多 少 个 ? Des. S 最 多 只 能 包含 1，2，2?，2”，… 中 
的 一 个 、 回 洋 ， 最 多 只 能 包含 3，3.2，3.22 ，… 中 的 一 
+, 55$. ] 
如 n>>1， 证 明和 
E 
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“第 二 章 “ 数 论 函 数 与 Dirichlet 乘 积 


数论 ， 与 数学 的 其 它 许 多 分 支 一 样 ， 经 常 涉 及 到 实数 或 
复数 序列 ， 在 数论 中 ， 这 样 的 序列 称 为 数论 函数 . | 

定义 在 正 整数 上 定义 的 实 值 的 或 复 值 的 函数 称 为 数论 
HARARE. 

本 章 介绍 几 个 数论 函数 ， 它 们 在 整数 的 整除 性 以 及 素数 
分 布 的 讨论 中 起 重要 作用 ， 本 章 也 讨论 Dirichlet 乘 积 ， 这 
个 概念 将 帮助 我 们 阐明 不 同 的 数论 函数 之 向 的 相互 关系 的 性 

我 们 首先 从 两 个 重要 的 例子 开始 ， 这 就 是 M5bius 函 数 
n (n) Euler Hep (n). 


2.2 Mobius #u(n) 


定义 Móbiusif Rute Lie, 
u(1)—1; 

dali, Sie-Pite Pit, WJ 
n(n) =(-1)* a,-a,—--—a,—18j, 
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u(n)=0 EE, 
注意 k(n)==0 当 且 仅 当 n 有 一 个 之 1 的 平方 因子 ， 
iin (n) 6 f RS — SAE, 
n.1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
u(a), 1 —1 —1 0 —1 1 —1 00 1 
Möbius 函数 在 数论 中 经 常 出 现 ， |^ 本 性 质 之 一 是 
对 约 数 求 和 D n (d) 的 一 个 重要 的 简明 的 公式 ， 它 在 an 的 GE 
约 数 上 展开 ， 式 中 的 [x] 表 示 和 x 的 最 大 整数 ， 
定理 2.1  3gJRn d, RNA 
pO =[-t|={ “a= Ut 
0 ‘n> 18, 
证 明 对 于 n 一 1， 等 式 显然 成 立 , Bin > fa p: e 
pit, VER Pu (d) 中 非 零 的 项 仅 来 自 d= Lin 的 约 数 是 不 


lal 2 ayy SER, H 
SD u(t) up.) HO tin 4 


二 Hp Pa) i PCP ID. PE) 
=1+( j-»«( : y-» 


(CD) 


=0 [] 


2.3 Euler Zt qp (n) 


EX n1, Euler Mp(n) 定义 为 不 大 于 n 并 与 na 互 
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Fs Be PH, H 
G) ew, 
其 中 ， ERARE jn AAV EK LIF, FTE 
25,1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Qq(n),1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 
与 bt(n) 相 似 ， 有 一 个 对 约 数 求 和 0 (4) 的 一 个 简单 
AX. | 
定理 2.2 mBn=1, RNA 
> p(d)=n, 
aja 
证 明令 S 表 示 集 合 {1，2，…，anj， 我 们 把 S 中 的 整数 
分 为 下 面 一 些 互 不 相交 的 集合 .对 于 n 的 每 一 个 约 数 d， 令 
A(d)={k: (k, n)=d, 1<k<n}, 
于 是 ，A(d) 包 含 了 S 中 与 a 的 最 大 公约 数 为 的 那些 元 素 ， 这 
些 集合 A(d) 互 不 相交 且 它 们 的 并 集 是 5， 因此 ， 如 果 f(d) 表 
示 A(d) 中 整数 的 个 数 ， 我 们 就 有 
(2) Mi(d)-n. 
Bik, n=d MARAE, 3-1, mockes B f 
k k 


Moo. 因此， 如果 我 们 令 a= -元 ， 则 在 A(d) 的 


Ñ 


x GW oca, (a, )= 10063 q 之 间 有 一 个 


IIR, ERNIE PBR (FL), TED = 


PES 
o2 


(4) BC 2 ) 变 为 


> o( 子 )=a. 
HERTS g(d) 一 na 相同 ， 因 为 当 d 取 遍 n 的 所 有 约 数 时 ， 
EE BF 25 8. ,证 明 完 成 . . m 


d 
2.4 中 与 4 的 相互 关系 


Kuler 函 数 与 M6bius 函 数 通 过 下 面 公式 相 联系 ， 
定理 2.3 如 果 n 宇 1， 则 有 

(a) = Ded) 4. 
证 明 和 式 ( 1 ) 定 义 的 p(n) 能 改写 为 


q(n)= El k) ul 
其 中 k 通 过 所 有 SEXE. 现在 我 们 利用 定 382 3131/8 
(n, k) 代 替 其 中 的 1， 得 . i 
a=) ,Y= Daca), 


dl (n ， 
对 于 n 的 一 个 圈定 的 约 数 d， p 对 满足 1!<k<n 并 是 
4 的 倍数 的 x 求 和 ， 如 果 我 们 写 E= qd, 则 1<k<a 当 且 仅 当 
1<q<- 全 ,因此 ,9(a) 的 和 式 最 后 可 写 为 
p(n) = 2 > n (d) = ¥ u(d) >i 


din 
n 
TAD Tg. 
定理 得 证 . 


ae 
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2.5 p(n) 的 一 个 乘积 公式 


定理 3.3 里 qm(n) 的 和 式 也 可 表 为 在 OM A BAR LE 
FFM) SE BI 
定理 2.4 对 n 二 1， 我 们 有 


(3) v)-211 (1 E»! 


证 明 ， 对 a 一 1， 因 为 没有 素数 整除 1， 故 乘积 无 意义 ， 
在 此 情况 下 ， 指 定 乘积 的 值 为 1， 这 是 可 以 理解 的 . 

于 是 假设 n>1 并 令 p:，…，pb: 灵 5 的 不 同 素 约 数 ， 磁 积 
能 号 为 


(4) H(i-—)= n 1 一 一 -一 +) 


NN TR Dip Pk 


在 右 端 ， 比 如 忆 一 一 一 一 9; s. 这 样 一 项 里 ， 它 表示 每 次 取 n 的 三 


人 d AMM p p;p;P;. 注意 (4) 式 右 端 每 一 项 都 是 
二 -村 的 形式 ， K'rpdz&ngg Zi, EA Ta Ae Ba ER, 
Sp Fi kpatu(d), BA, 如 果 4d 能 被 任 一 p; 的 平方 整除 ， 
Rüp(d)--0, 这样，( 4 ) 式 中 的 和 恰好 与 


x u (d) 
So HO 
dja d 
HE. 定理 得 证 Li 


wo 
-1 


Po) 的 许多 性 质 可 由 这 个 乘积 公式 顺利 推导 出 来 ， 其 
中 一 些 列 入 下 面 的 定理 . 

定理 2.5 Euer RRA TFIA. 

(a) Xp REP Eam, Hg(P*)-Ps*—Pe-t. 

(b) @(mn)= e) yn) (— a). Xd (m,n), 

(c) q(mn) —q(m)q(n), WEM, n)=1, 

(d) alb 得 出 g(a)|qp(b). 

(e) 当 a 之 3 时 ， 中 (na) 是 偶数 ， 而 且 ， 如 果 a 有 r 个 不 同 
Ry XN TIN, at] p(n), 

证 明 在 (3) 式 里 取 n 一 P" 即 得 (a). 为 了 证 明 (b)， 我 
们 写 


— 


ao -gfi 


plna 
共 次 我 们 注意 到 ， nnii 8-25 ARE hi m a R Be, 
(TRE BR Ho AOR GE QR n), Bit 


Lan = I (1-5 1 +) 


WG-4 yr) IL-5) 
| Cae) 


Pm) Pn) 
m R 


TERISI). Ti Cc) (bH FIR TATE 
下 面 我 们 由 (b) 去 推出 (d). 因为 alp， 我 们 有 B=ac， 
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KHi<c<b, 如果 c=b， 则 a=1 因 而 (d) 成 立 、 如 果 c<b。 
Hy (b) 47 


5 = c)— a c d 
(5) p(b)=p(ac)=9(a)e(c) old) 
_ (c) 


#uhd=(a, c), 于 是 可 对 b 作 归纳 法 得 到 结果 ， 对 b 1, 
则 a=1， 所 以 Cd) 成立 .假设 对 所 有 小 于 b 的 整数 ，(d) 式 成 
立 ， 那 么 它 对 于 c 是 成 立 ， 所 以 q(d)|m(c)， 这 因为 dlc、 A 
此 (5 ) 式 右边 的 数 是 (a) 的 倍数 ， 即 qla)lp(b)。 这 证 明 
T (6). 

MERANER). FEn=27, «252, d(a)füg(n)3 
数 . 车 na 至 少 有 一 个 奇 索 数 因子 ， 我 们 写 

vn P = IL (P=) 


一 Cna) (p= 1) 
其 中 C(n) 是 一 个 整数 ， 与 C(n) 相 乘 的 数 是 偶数 ， 所 以 gCn) 
荐 偶数 ， 此 外 ， 对 每 一 个 奇 素 因子 P， 这 个 乘积 给 出 一 个 因 
子 2， 如 果 n 有 r 个 不 同 的 奇 素数 因子 ， 就 有 2 | p(n), L1 


2.6 数论 函数 的 Dirichlet 乘 积 


在 定理 2.3 中 我 们 证 明了 
o(ny= Dd) ~r, 
din 
有 边 的 和 和 式 是 数论 中 经 常 出 现 的 一 个 类 弄 ， 这 些 和 有 形式 
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xe) 
mii CORO 'TAHXSUT EE oS mro Moret sas Fk 
Ju ts. 今后 我 们 将 发 现在 Dirichlet 级 数 定理 中 很 
自然 地 会 让 现 这 一 类 型 的 和 式 ， Bi heme thon 
TE Mow T Mb l kn ASR AL BC A, ELH T Belif4] 
在 1915 年 提出 的 -个 观点 . 
定义 ”如 果 i 与 g 是 两 个 数论 函数 , 我 们 规定 它们 的 
Dirichlet eft ( 或 译作 卷 积 ) 是 由 等 式 


i» Stee) 


f T OE BUSCO (n), 
Li: Eig Rohit (xg)(n)fCEh(n) WONKA Mit 函数 N(n) 
=n, HARA An .用 这 个 记号 ， 定 理 2.3 可 表示 为 
p=peN, 
TEREA Y Dirichlet RERA E E 
定理 2.6 Dirichletwee S. TT 28 3⁄2 B Sue 会 的 . B 对 
尾 窜 的 数论 函数 {，g，Kk， 我 们 有 
fag=g-f CRE), 
(fag) «k=: f«(g«k) (Bee). 
WEB! 首先， BAAR, fetal za 
(fee)(n) = X t(a)a(b) 
其 中 a 与 b 通 过 所 有 的 其 乘 很 为 an 的 正 整数 ， 这 使 交换 律 是 不 
证 归 明 的 . 
义 了 证 明 结 合 律 ,我 们 令 和 A 二 gxk 并 讨论 二 A=fx(g*xky， 
我 们 有 有 
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(feA)(n)= D (a) A(d)= 3) Ka) X) e(b)k(e) 
= 2 f(a)s(b)K(c) 


同样 ， 我 们 令 B= f*g 并 讨论 Bxk， 对 (B*k)(a) 我 们 可 SI 
与 上 式 相同 前 式 子 ， 因 此 f*A 一 B*k， 这 说 明 Dirichlet 乘 积 


是 可 结合 的 . L1 
现在 我 们 介绍 这 个 乘法 的 一 个 单位 元 . 
定义 由 
eG TZ 
0 nl 


ERG HIE MELE HBR, 
定理 2.7 对 所 有 的 ,我 们 有 1*f=-fxl=f. 
证 明 RPE 
n ar nN d ] y. 
GDa)= ao- x o 5-]- t0. 
xy, d<a, [.3.]-o. m 
2.7 Dirichlet ij Zt 5 Mobius BAK 


332.8 im B-TEIBESK)VO WER 
一 的 一 个 被 称 为 {的 Dirichlat 道 沙 数 的 数论 AW. RB 
faf i= :xf=1, 
TA. ' 由 道 淮 公 式 


E (1) “Way Í , (n) 一 > i(A-)t GO 


Xni 


4 
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给 出 . 

证 明 SA gI, 我 们 将 证 明 方 程 (fa 全 1)(a)=Ia) 31 I 
数值 全:(a) 有 唯一 解 、 xn 1,7788 (I£ 000 = 10) 46 S 
TOO C CO 1, IAS fGOD x 0, BEEUEILDUR — EC (D) 
Ty" PUY agi <n, KAE EE i 


Ag. UB A ROA DSi RF LCL a=) 


AX). 


这 个 方程 可 写 为 
(Oe 002 Z ) (0o. 


如 采 对 所 有 的 约 数 d<n， 函 数值 fF!(d) 是 已 知 的 ， BRA, TE 
ee O, Hn 


=P) 9， 
这 因为 {(1) 0, 由 归纳 法 ， 人 :的 存在 性 与 唯一 性 是 成 立 
i. 
is 我 们 有 (p) =i), IW P. AROS Ha(0)0, mj 
(ixg)0D) 羡 0. 这 个 事实 与 定理 2.6，2.7，2 .8 告诉 我 们 ， 印 群 论 的 洛 言 来 诗 ， 所 
HEBERU ERRES RTEA ER PAbel, HRSA RAR 


(fxg) t= f tegt “4 £(1) 0, e(1) e O MF. 
EM FATE A BE An AB fan) = 18 
定理 2 .1 说 明 之 p(d)— I(n), Dirichlet WF, WR 
MG Jsu = 1, Piuu f kDirichle tw ig dst, 
ucpg! &oqgu, 
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Ma6bius 函 数 的 这 个 简单 性 质 与 Dirichlet 乘 积 的 结合 律 使 我 
们 能 给 出 下 面 定理 的 一 个 简单 的 证 明 . 

定理 2.9 Wibius 反 转 公 式 . 由 等 式 

(6) f(n) = Hed) 
可 推出 

CO gG)- (du (5). 

反之 ， 由 (7 Ud 6). 

HEH] ”等 式 ( 6 ) 即 f=g*u， MER, Hus (gs=u)u = 
g*(uth) 二 gx1 二 g， 这 就 是 (7 ) 式 . MZ, Muk Rhus gi 
得 到 ( 6 ) 式 . 

M6bius 反 转 公 式 可 以 用 前 面 的 定理 2.2 与 2.3 的 两 个 公 
式 来 说 明 ， 

m 
n= Sod). e= Xa (4). 


2.8 Mangoldti£ xA (n) 


Fijs1frZiMangoldte E A , 它 在 素数 分 布 的 理论 中 
起 着 重要 作用 . 
定义 ”对 每 一 个 整数 4a> 1 ， 我 们 定义 
A(n)= logp n-p", pXxNziXX, mz1 
0 HE. 
下 面 是 A(n) 的 值 的 一 个 短 表 
n, 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 
A(n), 0 lg2 lg3 lg2 lg5 0 lgv lg2 lg3 0 
下 面 定理 的 证 明说 明 这 个 函数 自然 是 由 算术 基本 定理 产生 
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定理 2.10 ”车 n 宇 1， 则 我 们 有 
(8) logu $i A(d), 


Gee, 4UÉn— 1 ,因为 两 边 都 是 0 ， 所 以 等 式 成 立 ， 
Bn 1 Mne 1I prt 
取 对 数 ， 我 们 有 
logn= Sailogps. 
现在 讨论 (8 ) 式 右 端 的 和 ， 其 中 仅 有 的 非 零 的 项 来 自 形 如 
pDi(m-—1,2,—,2,,k—1,2,-, 7 中) 的 这 些 约 数 d， 因此 ， 


r s; 
JAOD X SoD- M Mom, 
din =1 Gu-] KT. X71 
= Ñ æ, logp; =logn, 


D ie HY a JES 
疯 在 我 们 利用 hbius 反 转 公 式 并 用 对 数 来 ERA). 
定理 2.11 如 果 n 3d, RNA 


\(n) = SN p(d)lo 


d 
证 明 对 (8 人 我 们 得 到 
A(n) = > lu (d)lod ud 


= Min(d)logd, 
dja 


=logn Miu(d) 一 21H (d)logd 
=](u)logn— > u(d)load, 
EWA An, U(n)logn=0, SEEMS R., 
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2.9 积 性 函数 


我 们 已 经 注意 到 ， 具 有 fi( 1 ) 志 0 的 所 有 数 论 函 数 f 的 集 
合 对 于 Dirichlet 乘 法 形成 一 个 Abel 群 ， 本 节 讨论 这 个 群 的 
一 个 重要 的 称 为 积 性 函数 的 子 群 . 

定义 ”一 个 数论 函数 {被 称 为 是 积 性 的 ， 如 果 { 不 恒 为 零 
并 且 对 任意 的 (m,a)= 1 ， 有 f(mn) 一 f(m)f(n). 

一 个 积 性 函数 被 称 为 是 完全 积 性 的 ， 如 果 对 所 有 的 m， 
n, ##f(mn)={(m)f(n), - 

例 1 令 f.(n)=n", 这 里 a 是 一 个 固定 的 实数 或 复数 . 
这 个 函数 是 完全 积 性 的 . 特别， 单位 函数 u=f, 是 完全 积 
的 .我 们 用 N" 表 示 函 数 f 并 称 它 为 宕 函数 . 
例 2 EFAA) 一 | -| 是 完全 积 性 的 . 


Bis Mibius 函 数 是 积 性 的 但 不 是 完全 积 性 的 ， 这 由 
R(a) 的 定义 容易 看 出 . 考虑 两 个 互 索 的 整数 m 与 1， 若 m 或 n 
中 任何 一 个 有 约 数 为 一 个 素数 的 平方 ， 则 mn 也 有 , IF B. 
B(nn)En(m)u(n) DR, 车 二 者 都 没有 素数 平方 因数 ， 
jëm=p ep., 1 一 qi"…q:， 这 里 p; 与 9: 是 不 同 的 素数 ， 
则 kACm)=(—D', p(n) = (-D'Hu(mn) —(-1)***— 
km)n(a)， 这 证 明了 un 是 积 性 函数 ， 又 因为 nb(4)= 0, 而 
HR2)8(2) 一 1， 所 以 它 不 是 完全 积 性 的 . 

例 4 Euler ey Bo (n) ERER, 这 是 定 理 2.5 的 (c) . 
MA o(4) -21iic(2)9(2) =1， 故 它 不 是 完全 积 性 的 . 

Bis 两 个 数论 函数 {与 g 的 普通 乘积 是 用 通常 的 公式 定 
SUH 


` AR 


(fg) (n) =f(n)g(n), 
类 似 地 ， ñ 是 由 公式 
E) 
(w= ala) x0 
定义 的 ， 如 果 f 与 g 是 积 性 的 ， 则 fg 与 地 -也 是 积 性 的 ， 如 时 


Pel TUE, RE fes doe ARUM. 
现在 我 们 推导 出 积 性 函数 的 一 些 共 同性 质 . 
定理 2 .12 车 f 是 积 性 函数 ， 则 f(t) 王 1. 
证 明 对 所 有 的 na， 因为 (a,1)=1， 我 们 有 fa) =f) 
1(n)， 由 于 f 是 不 恒 等 于 零 的 ， 所 以 有 某 个 n， 使 {(n) 坟 0， 
于 是 (1)=1. 口 
六 ， 因 为 A(1) 二 0， 故 Mangoldt 通 数 不 是 积 福 的 ， 
定理 2.13 给 定 f{ 且 f(1) =1， 则 
(a) ff 是 积 性 的 当 且 仅 当 
p; mp) (p. epi) 
FRAKE 5 ode So 宇 1 成 立 . 

(b) 如 果 {f 是 积 性 的 ， 则 f 是 完全 积 性 的 当 且 仅 当 
I(p°)=1(p)° 

对 所 有 的 素数 p 与 所 有 的 整数 4 宇 1 成 立 . 

UB] 此 证 明 由 定义 易于 得 出 并 留 给 读者 作为 练习 . 


2.10 积 性 函数 与 Dirichlet 乘 称 


定理 2.14 如 果 f 与 9 是 积 性 的 ， 那 么 它们 的 Dirichlet 
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3 E ERTE 
证 明 令 h 一 fxg 且 选取 互 素 的 整数 m 与 n， 则 


h(mn)= X Oeh). 


于 是 mn 的 每 一 个 约 数 能 写 为 c 一 ab， 这 里 -二 bin, (a,b) 


=1, (2, 二 )=1 并 且 在 乘积 ab 的 集合 与 mn 的 约 数 c 之 


间 有 一 一 对 应 ， 因 此 
b(ma)= >; fCab)g ( zt 


TOOTEST 


= 3 fGOe( 2-) 31 e) 


=h(m)h(n) 
证 明 完 成 . L) 
注意 ， 两 个 完全 积 和 性 函数 的 Dirichlet 黎 积 不 一 定 是 完全 积 性 的 . 
于 面 欧 证明 作 些 微小 的 修改 便 能 证 明 下 面 的 
定理 2.15 ”如 果 g 与 f+9 都 是 积 性 的 ， 则 f 也 是 积 性 的 . 
证 明 ”我们 假设 {不 是 积 性 的 并 推出 fxg 也 不 是 积 性 的 ， 
令 h=fxg， 央 为 {不 是 积 性 的 ， 故 存在 正 整 数 m,n,(m,n)= 
1 ， 使 得 
fmaysftmn)f(n). 
我 们 选取 这 样 一 对 m,n ,使 其 乘积 ma 尽 可 能 地 人 小， 如果 
mn-i1, WEDS, WA, £C) x1, BXhC1)- 
(eC) m f()2 1, BEER S AEA FEBS. 
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#üBkmnl 1, NA ari R SR (a, b)=1, ab-ma 


Bj E3ESKa Db, Al(ab)=f(a)i(b), BJEzH2 148) 证 明 一 

样 ， 我 们 把 确定 hCmn) 汐 和 中 对 应 于 a 二 m， 了 =n 的 一 项 分 

AHE, 我们 有 
h(mn)- ; Ty Kb) iG) a)g(1) 

= T OECD (2s (4) + (ma) 


= Y (a) (=> xis ) 


Th 
— f{(m)f(n)~ f(mn) 
—h(m)h(n)—f(m)f(n) 4 f( mn), 
Hofma) f(m), Brib9h(mn)Ah(m)h(n), BF Ph 
不 是 积 性 的 ， 这 个 矛盾 使 证 明 完成 . Ll 
定理 2.6 mR BRN, MATH Dirichlet 函数 
g ': 也 是 积 牧 的 . 
证 明 因为 g 与 gsg 一 [ 都 是 积 性 的 ， 出 定理 2.15 就 得 
aan L1 
: A2 IAE RE OREM RR ECL SOM BUR Bx eC 
venum hot. 


211 完全 积 性 函数 的 逆 函 数 


完全 积 人 性 函数 的 Dirichlet 逆 函数 特别 容易 确定 ， 
T.17 令 f 是 积 性 的 ， 则 f 是 完全 积 性 的 当 且 仅 当 
f'(n)-u(mf(n) ”对 所 有 的 n 志 1. 
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HEB] Fe(n)=n(n)f(n), 如果 f 是 完全 积 性 的 ， 则 省 
(gtr) = PCO ICE ( Me f(n) Xn(d) 
-f(n)I(z):«I(n), 
这 因为 f(1) = rn Ufff(a)— 0， 于 是 g 一 条， 
反之 ， 设 全 :Cn) 一 kCn)f(a)， 为 说 明 f 是 完 全 积 性 的 ， 
只 须 证 明 对 所 有 的 素数 的 方 寨 有 f(p*) — fot pap y. AER 
f'(n)—-u(v»)f(n)Hl 
MNecOfQGot(-5)-o 对 所 有 的 n>1 


TG pt, RUH 
u CODO up) f(p)f(p*:)—0, 
由 此 得 (p) —f(p)f(p* D, Bf(p*)--f(p)*, FG t n 
完全 积 性 的 ， J 
Pj ”Euler 函数 gq 的 道 画 数 ， 因 为 9g 二 LxNN ,所 ECT = 
HON, BIN ASE PERG, NO 一 RN， 所 以 
Q-p'sguN-—usuN, 
Bt 
e '(a)= X dp(d). 
下 一 个 定理 指出 
e '(n)= JN Op. 
定理 2.18 如果 f 是 积 性 的 ， 则 有 
2 n (d)t(d) = JM (i- (22). 
证 明令 


gm = > u(d)f(d). 
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Bi] g R FEB, 所 以 ， 为 确定 g(n) Hx i itt SKeCp*) st 够 了 .但 


Ja, 
e(p*) 7 COE) (DID -nQDfCP) 
于 是 


gQ)- Shap" E OfO). Lj 
2.12 Liouville jj X (n) 


完全 积 性 函数 的 一 个 重要 例子 是 Liouville 函 数 /， 
义 如 下 : 
定义 “我们 规定 X(U) =1， 如 果 n=p1 epi 我 们 规 


À(n)=(—1)%: ek. 
Jt Y BP SEA 5 En, Fe y ASIA 
Z fl. 
定理 2.19 对 每 一 个 n>1， RNA 
d= 1 n 是 平方 数 ， 
Dm ° 其 它 . 
WA, :Cn 一 an 让 对 所 有 的 n. 
iHi. 4z(n)-—ZXQ.AX(d), WügZERifküU. 所以， 为 确 
定 &(n). efi Hi SECURE (p* J, 我 们 Vg 
g(p*)- D Ad) =1 HACCP) ACP) tee A(p?) 
dip? 
= =(= À 0 是 奇数 ， 
1 GAM ET. 


RQ 


kaki 六 


IgE, dita TI P pil. RAN 有 z(n)= 
G, ovo 是 奇数 ， 


jy Sg A6 qn X 


a BE LP RY © 


ri sto ES 


1 
porn 


xu], 


数 ， 则 对 所 有 的 二 
PIE EA Fy Be, 


ll (ps), 


WWe(p;')=0, PAI, s(n) 


都 有 g(pi)=:1 
划 g(n) 1, 


= 0. 


E 
JR 


Be) 9, TELAT (n) =p(n)A(n) 8 () C [nea i, 


2.13 除数 


函数 


定义 ”对 于 实数 
o (n)= Md* 
din 


Kaf 2 BG o Ww i ES H. 


CERE LIS PAO TE T CHR, 
Ho, — uxN* 是 


Mas 0| 


6 a(n) 


数 或 复数 a 以 及 任意 整数 n> 1, RN 


它们 都 是 积 性 的 
Pi 8E BU Dirichlet3e gl. 
WM, oV dint Zu AG, EH d(n) WR 


, 因 


"ja-- LN, o,(n) ERARA, Ho (RR. 
p No. A Wi H yy 我 们 有 


op 


Xibite. (2. 


i, p, 


因此 ， 


O. (p')- 1° +p" p'' te 


Pit) = 0a (p, 2*9. 


RAVE RB AR E 


P. ... 


P’, 


(p.*), 


ag 


‘+p 
It a S= 0 
如果 a =0, 


5t 


c, fi Dirichlet i af Be We Jgni AE CU. RU ER 
性 组 合 . 
定理 2.20 对 n 宇 1， 我 们 有 
ez 6) Daude " ). 
. din N (t 
证 明 RANo. = N u JEN ERREFE, MR dH 
The (HN Jsu = (a N*) eu, Li 


2.14 广义 卷 积 


本 节 内 ，F 表 示 一 个 定义 在 正 实 轴 (人 0 ，+ecoe ) 上 的 实 
的 或 复 值 函数 ， 使 得 对 0 三 x 二 1， 有 F(x) =0. 这 种 类 独 的 和 


Sac)F(-Z) 


ARE PACH B, Flo Fe FN Bb a. RD E 
(0, +00) 上 确定 一 个 新 函数 G， 且 对 于 0 <x<1, GGO 
臣 力 到 .我们 用 coF 表 示 这 个 函数 G， 这 样 ， 
_ x 
aoF(x)= Da(WF(E). 


如 宁 对 所 有 的 韭 整数 x，F(x) 一 0， 则 下 限制 在 粒 数 上 是 一 个 
HS PR, IAT 
(aol)(m) = (a*F)(m) 
对 所 有 的 整数 m 宇 1 成 立 ， 记 以 运算 0 能 被 看 作 是 Dirichlet 
FEB * WHEY . 
一 般 说 来 ， 运 算 0 AT PT A AR. 013. FIG 
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HERE aO ER TRA pe ON. 

定理 2.21 关于 0 与 * 的 结合 性 . 对 任意 数论 务 Ro SB. 
我 们 有 

(9) ao(BoF) = (a*B)oF, 

证 明 对 x>0， 我 们 有 


(ee (BoF) FOO =! a(n) DMF 


= Zed) 


= Eee» (5) 
= 3 (xB) OF (F) 


={(a#B) oF } (x). 
ipe. [] 
下 面 我 们 注意 到 ，Dirichiet 乘 积 mj fH S ay Be I(n) = 


|. brew. 也 是 恒 等 的 ， 即 有 


(ToF) (9) ~ [5 ( )=FGO ` 
现在 ， 我 们 利用 这 个 事实 连同 结合 性 一 起 去 证 明 下 面 的 
反 转 公式 . 
定理 2.22 广义 反 转 公式 . MORO — T Dirichlet MR 
数 x-:， 则 等 式 
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可 推出 
^D F(x)= Xo ()6( 2). 
反之 ， 由 (11) 可 推出 (10) . 
HEBO MAG- aor, M 
a7 oG-a^'o(aoF)-(a^!«a)oF-IoF- F, 
这 就 由 (10) 推 出 (11) ， 反 之 ， 可 类 似 地 证 明 . [1 
TF i PRIS JO E. 
定理 2.23 ”广义 的 Mibius 反 转 公 式 ， 如 果 " 是 完全 积 性 
的 ， 则 有 


GG) = Ban) F() Nr) 


=u aeh 7). 
证 明 ERF, o7 (a) =n (ua), O 


215 ØRRAA 


fem Bly HL, Fe an 
(12) Ma x"=a(0)+a(1 )x4a(2)x? bee a(n) 


x" —— 18$ Wx RR x 与 系数 a(n) 都 二 实数 
或 复数 . MRE PRA £8 20, Ben 
|x|«rny, SUC ES, WM] x] > rR A RIK. 《半径 
{可 以 是 十 cc，) 

本 节 从 另外 的 角度 来 考虑 窜 级 数 ， 为 区 别 微 积 分 的 营 通 
的 每 级 数 ， 我 们 称 这 种 办 级 数 为 形式 罕 级 数 . TEIE N AES EY 
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药理 论 中 ，x 从 来 不 指定 一 个 数值 ， 且 对 收敛 或 发 散 的 间 题 
不 感 兴 起， 感 兴 趣 的 是 系数 序列 

(13) (a(0), a(1), en a(n}, or). 

FANT EE ek BSE mE ie 这 7 S 
列 ， 而 系数 序列 又 可 看 作 含 有 分 基 a(0)，a(1)， 
a(n)，… 的 无 穷 维 和 矢量。 但 对 我 们 说 来 ,展开 (12) 星 的 等 级 
数 的 系数 比 展开 (13) 早 的 向 晤 分 晤 更 容易 ， 季 号 x" 是 确定 n 
次 项 系数 2(n) 的 位 置 的 简便 方法 . 系数 (0 ) 称 为 级 数 的 党 
HRK. 

fUr UE NE REE A STE PEARS yr 
MRA (x) BC) EAE OER, 


A(x)= > a(n)x" 与 B(x)= > b(n)x" , 


TTE. 
HIME, A(x) =B(x) 
Bla(n) =RCc) 对 所 有 的 np 一 0 . 


Al. A(x) -B(x) 5 N (an) 4 b(n)) x^, 
XB AQOBQGO- Mex dp 


(4) Cle) 7 X al) b(a - E), 


由 (14) 式 确定 的 序列 {c(Cn)} 称 为 序列 fa(a)) 与 (b(n)) 

芍 Cauchy 乘 积 . 读者 容易 验证 这 两 种 运 宅 满足 交换 律 与 结 
合 律 ， 面 乘积 对 如 法 满足 分 配 律 . 用 近世 代数 的 话 来 讲 ， 形 
式 拔 级 数 形 成 一 个 环 ， 这 个 环 对 期 法 有 瓜 元 并 用 0 表示 它 ， 
0- Na(u)x*, Rial) 0 对 所 有 的 a> 0 ， 
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en 


对 乘法 有 单位 元 我 们 用 1 来 表示 ， 


i= > a(n)x", 


这 里 a(0 ) =1，a(n) = 0 Xf Bi Aine, 
WEARS, TERRA ARS YS, CWR 
为 形式 多 项 式 . . 

Xp - PIER ERR A(x) = = a(n)x*， 其 常数 项 


(0 ) 大 0, 有 一 个 叭 一 确定 的 形式 震级 煞 B(x) = S b(n) x, 
HCEN GO B(x) 二 1，B(x) 的 系数 可 由 无 穷 的 方程 组 的 解 来 
au, 

a(0 )b(0)= 1 

a(0)b( 1 )+aC 1 )bC0)=0 

a(0 )b(2)+a(1)bC1)+al2 )b(0)=0 
依次 地 可 得 b( 0 )，b(1)，b(2 )，…… 级 数 B(x) 称 为 A(x) ， 
的 道 并 记 为 A-*(x) 或 Tey ` 

特殊 的 级 数 

A(x)=1+ 5 a^x" 
称 为 几何 级 数 ， 其 中 a 是 任 一 实数 或 复数 ， 它 的 道 是 形式 多 
项 式 

B(x)=1—ax, 
RAZ. RHA 


1 a is 5 
— ce] Max, 
i-ax net 


2.16 数论 函数 的 Bell 级 数 


ELT Bell AWB ARR BOTS, BL ERDE m Be TK) PE 
定义 ”给 定 一 个 数论 函数 { 与 一 个 索 数 p， 我 们 肯定 形式 
DE E 
fp(x)= So )x", 
并 称 它 是 f{ 关 于 模 p 的 Bel1 级 数 ， 
当 { 是 积 性 函数 时 ，Bell 级 数 特别 有 用 . 
定理 2.24 了 唯一 性 定理 . 令 f 与 9 是 积 性 函数 ， 刚 
f-g 当 且 仅 当 fr(x) -gr(x) 对 所 的 素数 Pp. 
证 明 WR =g, MAMANPA, Fie) 
一 g(p*)， 所 以 f(x)== gp(x)， KZ, iR (x) = es O03 
所 有 的 p 成 立 ， 则 对 所 有 的 a 宇 0，1(p”)=g(p”)， 因 {与 g 都 
是 积 性 的 旦 对 所 有 的 素数 回 相 等 ， 于 是 对 所 可 的 止 整 数 了 世相 
等 ， 所 以 {f=&g. 
本 各 前 面 介绍 的 一 些 积 性 数论 函数 的 Bell 级 数 容易 确定 . 
Bli,  Móbiusi Btu An (p) = 一 1 而 对 所 有 的 mn 之 2， 
HCP") =0, WIA 
up(x)—1—x, 
BJ2. Euleciü o, yen 1, e(p")ep^- sU, 
Br eee 
qi) Lo" “pot )x® 


= V 
= Np xP—x "P x? 
hee Do 


- Lex 
=(1-— x) ^ x" c «X 
(=<) Mp A 


843. . 完全 积 性 函数 . PA 积 性 的 ， 则 对 Br + 
ljnz:0, f(p*)=f(p)*, 所 以 Be Pm Lf "m 
BOS NI quy 
Tp, Rii Piu 2658 BT, efc Bu, o Be 
N* 54 Liouville m ZA Bell? 9. 


I;(x)-1. 
> 1 
= `; n -一 — — 
us(x)- Xx ma 
Ta z — < an nl 1 o 
Ns(x) =1+ 2 p x 1—P*x " 


MG) Maps he 


l-ex 7 
2.17 Belg 3k 5 Dirichlet f 
下 而 的 定理 把 Bell 级 数 的 滋 积 与 Dirichlet 乘 积 联 系 超 


定理 2.25 对 任意 两 个 数论 函数 f 与 9， 令 h 一 fxg， 则 对 
任意 的 素数 p， 我 们 有 
h,(x)=Í,(x)g,(x). 
证 明 因为 p" 的 约 数 是 1，p，B2 ，…，p"， 所 以 有 


h(p)= X {CDe( Be) Y No, 
dip” ` 


央 凡 最 后 的 和 是 序列 在 (pb*} 与 1g(b") 站 的 Cauchy 乘 积 ， 所 以 
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* me 


上 


证 明 完 成 . 
91. 因为 wb"(n) 27! (n)， 故 "对 模 p 的 Bell 级 数 是 
a _ 1 — 
us(x)— AGO 1 Tx, 


例 2. ANo,=N**u, ko, 对 模 p 的 Bell 级 数 是 
(Oa) (x) - N$ (x)ur(x) =~ 


x Tx 
u 1 
1—o.(p)x+p'x? ° 

Bis. 这 个 例子 说 明 如 何 利用 Bell 级 数 去 发 现 合 有 数论 

函数 的 等 式 . 令 
f(n)2a't*!, 

其 中 (1 ) 一 0 且 Y(na)=k 当 na= pe“:…psx 时 .那么 { 是 积 性 的 
且 它 对 模 p 的 Bell 级 数 是 


f(x)=1+ D2 x x Os 
n=1 net — 


"ERES 
1—-x' 
于 是 B 
f(x) —-u£(x)u,(x), 
BB f=u'u 或 
2) = Xa), 


2.18 数论 函数 的 导数 


定义 ”对 任 一 数论 函数 {我 们 定义 它 的 导数 人 "是 由 T 
给 的 数论 函数 ， 
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f'(n)—f(n)logn joi., 
BU 因为 对 所 有 的 an，1I(n)logn=0， 所 以 我 们 有 
U =0. MOND fn u(n)=1, WARIA (n)— logn, 
TERT Z ACD = iog AH 


(15) A*u=u', 

这 种 概念 的 导数 具有 初等 微 积分 中 讨论 的 普通 导数 的 许 
多 性 质 . 例 如， 如 果 乘 积 是 Dirichlet 乘 积 ， 则 对 和 、 乘 积 
的 微分 的 通常 的 规则 也 成 立 . 

定理 2 .26 ”如 果 f 与 9 是 数论 函数 ， 我 们 有 ， 

(a) (f+g)' =f" +2", 

(b) (fag)! =f sg +f*g' 

(c) (£3)! =i alaa, E 1)40, 

证 明 ”因为 对 所 有 的 n， 有 (fg)(a)=fCna)-+g(a)， 所 
以 立即 得 到 (a). 

为 证 明 (b), 我 们 利用 等 slogan =logd+1og (7), 


有 
(fg)! Cn)= D Eef- )logn 


Sf(d)logde( 3) 


TESES) 


= (P »g)(n) + Cag! )(n). 
为 证 明 (ec)， 我 们 对 公式 工 一 0 应 用 (b). 记 住 I 一 ff ， 
我 们 有 
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EN 


0 — (EE) etri piety’, 


所 以 | 
f«(f71)! 2 —f' f "1 
HER, 8 
(71)! = (E af yaf LP eft), 
(Af-t+f-'=(f+f)-?, MAC RE. LI 


2.19 Selberg Ñ 


利用 导数 的 概念 我 们 能 很 快 地 导出 Selberg 等 式 ， 它 党 
作为 素数 定理 初等 证 明 的 起 点 . | 
定理 2 .27 Selberg 等 式 . n>1, RNA 
ACn)loga+ YADA) Z dlog. 


证 明 ROSAH A su — a^ , 对 它 求 导 数 得 ， 
A’ šu tAen’ su", 
Su. Ayu’ Au, PA 
A'sud- As(Asu)-u", 
Hesu k, 8 
Al+AxA=u"en, 
REPRISER. 


1. RE, (8 
(a) (n) - 7; (b) e(1)— (22); (c) @(n)=12. 


'6i 


2. 对 下 列 各 条 给 出 证 明 或 举 出 一 个 反例 : 
(a) 若 (m，n)=1， 则 (gq(m),，qp(n))=1; 
(b) 若 n 是 复合 数 ， 则 (n,，q(n))>1; ` 
(c) 若 m 与 0 的 素 因数 相同 ， 则 n9(m)=mqp(n). 
3. TERA (a) 
n 2( 
on) z E (d) `’ 


4, 证 明 qp(n)> -二 对 最 多 只 有 8 个 不 同 素 因 数 的 所 有 的 n 
RE. 
5. 定义 V(1)= 0， 对 ma>1，V(n) 是 a 的 不 同 素 因数 的 个 
数 . 令 f=hs*V， 证 明 f(n) 为 0 或 1 ， 
6. 证 明 
l QE (d) —u*(n), 


更 一 般 ， 
(0 Byte mat, 
DSuddy= 3 n 
$5 1n l 1 He. 
Bon WMS fen AEA ERIT, SRi BESSER n. 
7. 令 h(p，d) 表 示 M5bius 函 数 对 p 与 d 的 最 大 公约 数 的 值 。 
证 明 ， 对 每 一 个 素数 了 ， 


( 1 n=1, 
AsGOnGo d) = 7 2 n—p* az], 
lo RE. 
s. HEB 
: u(d)log’d=0, 
In 
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34. 


15. 


`4m>1HBRn#82Z mA RR BJ 8 388. [提示 ， 归 纳 
法 . 1 

WRX ESM, xl, Sox, ny RR<x KERR ps 
n 互 素 的 数 的 个 数 . [iq (n, n)=—(n) iE 


vG,2)- Sad) n Xe. T) Da. 
#10.11.128F p, d(n)x 不 "的 正 约 数 的 个 数 ， 


din 


. 证 明 TL t= n Tr 


. 证 明 d(n) 是 奇数 当 且 仅 当 n 是 平方 数 . 
. HRD Si dY = 22 d¢t))?. 


.Ma6bius 反 转 公式 的 乘积 形式 ， 如 果 对 所 有 的 na，f(n)> 


0, Hp Ra(n)dEXGS, aC 1 )<0. 证 明 
e(n) = TLGD CI) nest) n eco! C) 
pb a-!KaifjDirichletgiti£ 38. 
A EO BUB BS x <1 OR BA x A E LES 
Paay= Xu), P= P (E). 
(a) 证 明 F* us Fu FitDirichlet RE. 


(b) 利用 (a) 或 其 它 方法 证 明 p(n) 是 n 次 本 原单 位 根 的 
All; 


G= Se ^s 


Avv (RR aE or m IC MC OT mn 
Al, 注意 poe(n)=q(n). 利用 14 题 或 其 它 方法 证 明 
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16. 


17. 


19. 


20: 


21. 


22. 


< (Kd) _ 1!" +: nU 
dTa d* n* ~ 


15 题 里 公式 的 逆 . a> t 


v:(a)= zala), 


P, (n)= E on) c H (p). 


并 推出 (n IJ RISE RS AX. 
H 
J(n)=nt H = p7*) 


定义 的 Jordan 函 数 是 Euler 函 炒 的 一 个 推广 ， 
(a) 证 明 k 
nD Sued) ( 5) at X 1). 
E “Th dja 


` (b) RSET Bell EB. 
18. 


HY, "d2' CARE eet, fj OD 27 a. — RS 

是 完全 数 ， 

证 明 ， 如 此 n 是 侦 完全 数 ， din (7-1), WE 个 

«2, ANG SES BEA ETE, (AAU ASE Be 
ASCP ER eb F 7 . 

nC eniti inp POE Pl, WE 


A (n) *Ln jj 一 [Vn 一 1], 证 明 f(n) 是 积 狂 的 但 不 是 
完全 积 性 的 
证 明 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


s, (a)= Fedo) 


并 推导 出 一 般 的 0。(n). 
证 明 下 面 的 叙述 或 举 出 反例 ， 如 果 f 是 积 性 的 ， 则 F(a) 
= 了 fC(d) 也 是 积 性 的 ， 


SACK) GBs) MEIER RR, WR A(x)B(x) te 

级 数 ， 证 明 它 至 少 有 一 个 因子 是 零 . Bab, WAR 

数 环 没有 零 因 子 ， 

令 f 是 积 性 的 ， 证 明 ， . 

(a) f:(na)=Cn)fa) 对 任意 无 平方 因子 数 n lor. 

(b) f£-*(p? )= f(p)! — Cp! FE AS kp 3. 

令 { 是 积 性 的 ， 证 明 ，f 是 完全 积 性 的 当 且 仅 当 人 5(pP”) 

一 0 对 一 切 素 数 p 与 一 切 整数 3 之 2 

(a) 如 果 f 是 完全 积 性 的 ， 证 明 
f-(esh)=(f-g)*(f- h) 

BH em ee Sb S. 其 中 f.g 表 示 通 常 的 乘 
» (fg)(n)={(n)g(n) 

(5). 划 叶 是 积 性 的 且 (a) 里 的 关系 式 对 g 一 ER Fp hp! 

R, EEEREN. 

(a) 如 果 f 是 完全 积 性 的 ， 证 明 (f+ g) = ig ?对 每 一 
个 数论 函数 成立， 这 里 g( 1 so, 

(b) 如 果 f 是 积 性 的 且 对 g 二 h-'，(a) 里 的 关系 武 成 X, 
证 明 f 是 完全 积 性 的 ， 

证 明 ， 存 在 一 个 积 性 数论 函数 g， 使 得 
iit n- iav (7) 
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30. 


31. 


32. 


33, 


34. 


对 每 一 个 数论 函数 [成 立 ， 这 里 (k，a) 是 k 与 n 的 最 大 公 
约 数 ， 并 利用 此 等 式 证 明 

Zk, Dulk, n))=n(n). 
令 f 是 积 性 的 并 令 g 是 任 一 数论 函数 ， 假 设 
(a) f(p^*!) - (p)K(p*) — e( 0) (p^ -*) 对 所 有 素数 p 
4 AnSi1 A. 证 明 ， 对 每 一 素数 p，{ 的 Bell 级 数 公 
(b) fo(x) = 


1 
1—f(p)x+ge(p)x* ` 
反之 , 证 明 ， 出 (b) 可 推出 (a). l 
(30 题 的 继续 ) 如 果 g 是 完全 积 性 的 ， 证 明 ， 由 30 题 的 
(a) 可 推出 
mn 

f(m) fC) m l > p ECD i(— B-) 
其 中 和 式 在 (m，a ) 的 正 约 数 上 展开 . [提示 ， É A PE 
ibm—p*, n=p Hae. ] 
证 明 

1 2 mi 
o,(m)o,(n)= T E e. ) 


di(m,n 
证 明 Liouville 函 数 由 公式 
May= Xa 
(n AG ) 
A Ei TEX .1689— ERE, ULB TE GR X hy 
Dirichlet 北 函数 也 是 积 性 的 . 假设 g 是 积 性 的 并 令 f= 
gt. 
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35. 


36. 
37, 
38, 


(a) EHUREKA, Mk= 1 我 们 有 
i(p")=— dele! Cpe) 

(b) 设 h 是 唯一 确定 的 积 性 函数 ， 它 与 {同样 定义 在 素数 
穴 之 上 ，h*g 与 恒 等 函数 I 同样 定义 在 素数 罕 之 上 ， 
试 推 出 hxg==I， 这 说 明 f=H， 所 以 f 也 是 积 人 性 的 . 

如 果 f 与 g 是 积 性 的 且 a 与 b 是 正 整 数 ，a 宇 b.， WHH 
erences 

给 定 的 函数 也 是 积 性 的 . 其 中 和 式 在 an 的 约 数 d4 上 展开 ， 

digi Ed? |n, 


KB Mobius HR. 
JURkZ 1, 我们 定义 k 阶 M6bius 函 数 上 如下: 
B) 1 
H,(n)= 0 Sp [nA T, 
p.(n)(-1)! | din—pi "PLU , 
0 <a; <k, 
ui (n)— 1 He. 


或 者 说 ， 如 果 n 可 以 被 某 个 素数 的 zk+ 1 W 3 k B, WH 
hx(a) 为 零 . 如果 n 的 内 因子 分 解 式 中 恰 有 r 个 不 同 素数 
kk, Wee (n)=(-1)r', KEW E 的 hs(n) 为 1. 
注意 ni 二 4 就 是 通常 的 M6bius 函 数 ， 
证 明 下 列 各 题 中 函数 nx 的 性 质 . 
MRS 1, Wuy(n*)=p(n), 
每 一 个 hx 都 是 积 性 函数 
WRk<2, RNA 
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= 22 Yu (s. 
o Š TN d Je ( d ). 
39. 如 果 kz 1, RNA 
lu, (n)| 之 u(d), 
d this 
40. MH —T3R Ep, wr HM Bell RAH 


1 —2x*+x**t 
(Hide (x) = —— A 


- 
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第 三 章 数论 函数 的 平均 值 


上 一 之 讨 论 了 各 种 各 样 的 被 数 论 函 ea), oœ), 
A(n) 与 除数 函数 co(a) 满 足 的 等 式 ， 现 在 我 们 研究 这 些 函 数 
与 其 它 数论 函数 f(n) 对 于 大 值 的 n 的 特性 . 

例如 ，d(n) 是 n 的 约 数 的 个 数 ， ADAM 
是 素数 时 ) ， 但 当 a 的 约 数 的 个 数 很 多 时 ， 它 的 值 可 以 ei 
BOK, WAR SIE, d(C ASA a 

在 这 种 意义 上 看 ， 很 多 数论 函数 波动 而 且 对 于 大 ae 
确定 这 些 特性 常常 是 困难 的 . 而 研究 算术 平均 数 

HOE EN È Ho 


有 时 它 更 存 效 . —— T 所 以 希望 平均 t! 
了 (oa) 能 比 fCna) 更 稳定 是 合理 的 . Mashi a ana 
HE, JARS, EAB, FA d (n) £s 
logn， 更 准确 地 有 


(1) Um 
ne 
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这 说 明 d(n) 的 平均 阶 是 logn， 

为 了 研究 任意 函数 {的 平均 值 ， 我 们 需要 知道 它 的 部 分 
$2 (0), 用 任 一 正 实 数 x 去 代替 上 指标 并 讨论 这 种 形式 的 
代替 和 

2 Fk) 
有 时 是 方便 的 ， 这 里 ， 指 标 k 从 1 变 到 [x] 是 显然 的 ，[x] 是 : 
<x 的 最 大 整数 ， 如果 0 <x< 1 ， 则 这 个 和 是 定 的 ， 我 们 指 - 
定 它 的 值 为 0 . 我们 的 目的 是 确定 作为 x 的 活 数 的 这 个 和 的 
特性 ， 特 别 是 对 于 大 的 x. f 

对 于 除数 函数 我 们 将 证 明 一 个 由 Dirichlet 在 1849 年 得 
到 的 结果 ， EH 1)9]98, RD 

(2) | 2 d(k)=xlogx+ (20> 1 )x+0 (x) 
"— 1 Js. 其 中 c 是 Euler 常 数 ， 

(3) Calim(1 +3 tF logi). 
记号 0 (x ) 是 一 个 还 没有 提 到 过 的 x 的 函 数 ， 它 不 比 区 
增 大 的 更 快 ， 这 是 一 个 “大 0 ”符号 的 例子 , 它 的 定义 如 下 


3.2 大 0 符号 ， 通 数 的 渐 近 等 式 


定义 “如 果 对 于 所 有 的 x>a，g(x)> 0 ,我们 写 
f(x) =0(e(x)) — 〔 恋 为 f(x) 是 g(x) 的 大 0 ) 
表示 对 于 x 之 a， unc 是 有 办 的 . 即 存在 一 个 常数 M> 0 , 
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(fGOl«Meg(x) — PAA xa, 
等 式 
f(x) =h(x)+ 0 (g(x)) 
意 即 f(x) 一 h(x) = 0 (g(x) ) , RINES, W TPt2a, 


£(t)= 0 CgCO ) 得 出 [cdat= o ( [gC dt) Wx>a, 
定义 ”如果 


我 们 称 为 当 x 一 co 时 ，1(x) 浙 近 于 g(x)， 并 写 为 
f(x)~g(x)  — fixe. 
例如 ， 等 式 (2 BU 
2 d(k)~xlogx 当 X 一 co ， 


在 等 式 (2 ) 中 ， 项 xlogx 称 为 这 个 和 的 渐 近 值 ， 其 余 两 项 
表示 这 个 和 以 它 的 渐 近 值 为 近似 值 所 造成 的 误差 , 如 果 用 
E(x) 表示 这 个 误差 ， 则 (2 ) 式 给 出 

(4) E(x)= (2C—1)xt+0(Vx)., 
这 也 能 改写 为 E(x) = 0 (wx )， 这 个 等 式 是 正确 的 ,但 它 不 
能 表达 ( 4 ) 里 更 准确 的 情况 . 等 式 (4 ) 告 诉 我 们 E (x) 的 浙 
近 值 是 (2C 一 1 ) x, 


3.3 Euler 求 和 公式 


有 时 部 分 和 的 渐 近 全 能 由 它 与 整数 比较 而 得 SI, Euler 
求 和 公式 对 由 近似 值 所 产生 的 误差 给 出 了 一 个 准确 的 公式 ， 
EZITARE, DUIAGR «B BCK EK. 
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定理 3.1 Euler 求 和 公式 ， 如 果 f 在 区 间 [y， ILA 
续 导数 f' ， 其 中 0 <y<x， 那 么 
(5) X t) 7 toa l'a- cene (t)dt 
+Í(x)X([x]—x)—Íf(y)X[y]J-y). 
WA. Sm=Ly], k=[xJ. 对 于 在 [y .xj 里 的 整数 n 与 
n— 1 , 我 们 有 
F [t]f" (des [P (a 1)1' (Odt 


=(n— 1)(f() - f(a— 1} 
—(nf(n)— (n— 1)f(n— 1)) 
—f(a), 
Mn=m+ 1 到 n=k 求 和 ， 我 们 得 


| [car (t)dt= X a)l- 1) f(n- 1) 
,六 fa) 
=kf(k)—mi(m)— 2 f(a), 
于 是 有 
(6) ,之 =- fr (t)dt-- kf(k) — mf(m) 


- - [cea (dtt kf(x) -mfty), 
由 分 部 积分 得 
Fiat —xf(x)— yfty) -ft (t)dt, 


此 式 联 同 ( 6 ) 式 即 得 ( 5 ) 式 . 
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3.4 ” 几 个 基本 渐 近 公式 


下 面 的 定理 给 出 一 批 渐 近 公式 ， 它 们 是 Euler 求 和 公式 
的 简单 的 推论 ， 在 (a) 里 ，C 是 ( 3 ) 式 里 定义 的 Euler 常 数 . 
在 (b) 里 ，5(s) 表 示 Riemam zeta 函 数 ， 其 定义 为 
toea L s>i, 
与 
SGS)=lim 人 md--) 0<S<1, 
定理 3.2 MRS 1, RNA 


(a) 3} —=logx+C+ 0 ( 1-), 


nx 


b) s { _ x 
(b) 之 一 二 1 一 


…) 车 s>0, sx 1, 


(c) 3 ka =o) ”如果 s> 1 


nx 


(d) PL -= + 0 (x°) Wma o, 


证 明 对 于 (a), #EEulerjR #U 4 R 3 J XC tO) = 


za [Sf eae 1 
x t x 


1 


=logx— J of -dt-- 1+ 0(——) 


1 


T$ 


=logx+ 1 J at 


- t-[t] 1 
+ [dt + 0 c9). 


广义 积分 [ Ct 一 [t] ) dt 是 存在 的 ,因为 它 小 于 | t? de,” 
还 有 | | 
e[(vt-Lt]. 9-1 quoi 
osf 一 二 dt<| pod 
上 面 的 等 式 变 为 
1 _ ° t-[t]. EN 
Za eati- [dt o e) 
这 就 是 (a) 的 证 明 ，(a) 中 
om t—[t] 
C=1- [arate 
B(a)Hixow, 得 
. 1 Sa fmt- 
lim( Ð -—— logx)= 1 [aE dt, 


PCs FEuler k, 

为 证 明 (b), 我 们 有 类 似 的 理由 取 f(x)=x-', Hp 
s>0, sa 1 ， 由 Euler 求 和 公式 得 

1 fdt x t 一 [t] x—[x1 
3 一 | Í -sf en dt+ 1-7! 


n«x N 1 t 
xit 1 = t—[t] 
=x s —s dt 
1—s I-s T! f titi 


+ 0(x"'), 


I t. 


1 _ x1- _ 
Bae ae FOO) + 0G), 
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其 中 


_ 1- (= t—[tl]. 
ce)=1-— [Í p dt, 
如 果 s>1 ，(7 ) 左 端 趋 于 5(s)， 当 x 一 ce 时 .而 x x? 
均 趋 于 0 . 于 是 当 s> 1 时 ，C(S) 一 5(s)， 当 0<s< 1 时， 
x 一 0.(7) 式 说 明 


lin (了 -一 一 )=C(s). 


Xx 1 一 S 


因此 ， 如 果 0 <s<<1 ，C(s) 也 等 于 5(s). 这 证 明了 (b). 
为 证 明 (c) ， 我 们 利用 (b)， 取 s> 1 ， 得 
1 _ 1 _ x} -s 
Ed.o-9- gaio 
= 0 (x*—°), 
REAK, 
最 后 ， 为 证 明 (d) 我 们 再 一 次 利用 Euler 求 和 公式 以 及 
f(t)et, f$ 
Zat= tdtta [ET e-tenaes 1 


1 


—(x—[x])x* 


= x+! _ 1 +0(a “te-lidt +0(x") 
a 十 1 a-+i ( f ) 


xtti a 
Sari TOG). 


3.5 d(n) 的 平均 阶 


本 节 我 们 推导 出 除数 函数 d(n) 的 部 分 和 的 Dirichlet 渐 
| T5 


HAR, 
定理 3.3 对 所 有 x 之 1, RNA 
(8) È d(n)-xlogx-t (2C—1)x+0( ~ x), 


其 中 C 是 Euler 常 数 . 
证 明 因为 4(n) = 习 1， 所 以 我 们 有 
2 4G0)= 2 21, 
这 是 个 在 n 与 4 上 展开 的 双重 求 和 式 ， 因 为 dtn ， 所 以 我 们 F 
nn 一 qd， 并 对 所 有 的 9，4d，9d 志 x 展开 这 个 种 式 ， 于 是 有 
(9) 21d(n)= p 1, 


这 说 明和 式 能 在 qd 平面 内 的 一 些 格 点 上 展开 ， 如 图 3.1 所 示 
C 格 点 就 是 坐标 为 整数 的 点 . QU 格 点， 所 
以 (9 ) 式 星 的 和 就 是 计算 对 应 于 n= 1, , [x J89 ax R 
qd=a 上 的 格 点 的 个 数 . 对 于 每 一 个 固定 sac «x, X 们 首先 
计算 水 平 线段 1<q<- 于 上 的 格 点 的 个 数 ， 然 后 在 所 有 的 


d<xfoRAl, ATO ) 式 变 为 
(10) 2jd(n)- X 2 1. 


ET 


现在 我 们 利用 定理 3.2 的 (d)， 并 令 a= 0, Ë 
> 1= ++ 0 ( 22 


2 «-- 


利用 此 式 与 定理 3.2(a)， 我 们 得 
Liw 2 aoj ro G) 


=x {logx+ c+ o(1))« 0 (x) 
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(3.1) 


= xlogx + 0 (x), 
这 是 (8 ) 的 一 个 弱 的 形式 ， 由 此 得 出 
2 d(n) —xlogx 当 X 一 co 时 . 

这 给 出 d(n) 的 平均 阶 为 logn. 

为 了 证 明 更 精确 的 公式 ( 8 )， 我 们 回 到 和 式 ( 9 )， 它 计 
算 在 一 个 双 曲 线 区 域内 格 点 的 个 数 并 利用 它 在 直线 q=d 附 近 
区 域内 的 对 称 性 ， 在 这 个 区 域内 格 点 的 总 数 等 于 在 直线 q= d 
下 面 的 格 点 数 的 2 倍加 上 平分 线 线段 上 的 格 点 数 . 

背 助 于 图 3 .2， 我 们 看 出 


Ad00-2 SA 有 tv 
-于 是 我 们 利用 [7Y]=y 十 0 C1 ) 与 定理 3.2 的 (a) 与 (d) 得 
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( 3.2) 


2 z ) {4-4-0010 G) 


m 
~ 
E 

Y 


=2x 2 一 2 > dd 0x) 


1 
d< Fe d dx 
一 2x [osx T+C (Ç d -) 
—2f + 0 (Wx) b+ 0 (Vx) 
=xlogx +(2C—1)x+0(\/x ). 


Dirichlet 公 式 的 证 明 完 成 ， 1 
p: 误差 项 0( x ) 还 能 改进 .1903 年 Yorozoi 证 明 误差 是 0(x 


logx)z 
33 
1922 年 Van der Lorput 改 进 为 0 (x 199 ), MANIERI E 
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12 


0(x >? :  ) 对 每 一 个 se>>0， 它 是 由 Kolesnik[35] 在 1969 年 得 到 的 .使 误差 项 


Q(x 9) 的 所 有 0 的 下 确 界 确定 的 问题 与 Dirichlet 除 数 问题 一 样 是 一 个 尚未 解决: 
的 问题 .1915 年 Hardy 与 Landat 证 明 0> + . 


3.6 除数 函数 cs(n) 的 平均 阶 


在 定理 3 .3 里 已 讨论 过 cx= 0 的 情形 ， 下 面 我 们 讨论 实数 
a> 0 的 情形 并 特别 地 讨论 a= 1 的 情况 . 
定理 3.4 对 所 有 的 x 宝 1， 我 们 有 


(11) 2 o,(n) = l 3 6 0)x' + O(xlogx). 
HEREC) =, MUDES ga(1 ) 的 平均 阶 是 a 


证 明 “与 定理 3.3 的 弱 前 形式 的 推导 相 类 似 ， 我 们 有 
2 o (n) > > q= 2 q=> Da 


n<x Qin dex 
dix de 


Bay) 0 


- x Lar to E xr) 


x2 or, 
-— Leu 0(4)} 
T O(xlogx) 
=t(2)x:+O(xlogx). 
其 中 我 们 利用 了 定理 3.2 的 (a) 与 (b). O. 
定理 3.5 Su Rx—1Ho0, 01, RNA 
SY G .(n)= Lato xet 4000), 


mex, +1 
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Rph- max{1, aj. 
证 明 这 一 次 我 们 利用 定理 3.2 的 (b) 与 (d) 得 
0.(n)= = PULL 2 q* 


Ela (s) 9G) 


X**! «4 1 1 
= ` _ O( x x° `A x) 
a+] > dati + £, d° 


= pe trt) O(s )} 
+ OC e Ert +060) }) 
= Sart) x* O(x) -O(1) +O(x*) 


= (GED geti O(x) 
att , 


其 中 B=max{1,， o). O 
为 了 求 对 于 负数 a 的 oo(n) 的 平均 阶 ， 我 们 写 a= 一 B， 
其 中 B>>0. 


定理 3.6 mRB>0, 令 8=max{0，1 一 B}， 则 当 x>1 
Bj. 我 们 有 
2 o (n)=E(B+1DD OG) — Bai, 
=€(2)x+O(logx) #ß=1. 
证 明 我 们 有 
MoeaQ) D- 2 X 1 
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— y df ` 4. O¢ Dr 


dex d? l q 
= 1 NEN I ` 1 - 
“Zope FON 


最 后 一 项 当 B 一 1 时 是 DO(logx)， 当 B 闪 1 时 是 DO(x*)， 因 为 
xz jim = 三 TC E Dx OQ) 
=C(B+1)x4+OCx'™?), 
所 以 证 明 完 成 . C]. 


3.7 q(n) 的 平均 阶 


Euler 沙 数 的 部 分 和 的 浙 近 公式 包含 有 级 数 的 和 
y> n) 
= n? ’” 


这 个 级 数 绝对 收敛， 因为 它 不 超过 忆 mn . 下 一 章 我 们 
将 要 证 明 


so ula) 1 6 
(12) 之 n? E(2) om? * 


先 暂时 假设 这 是 成 立 的 ， 我 们 有 
gew Sy HD) y) on(m 


asx n 
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这 是 根据 定理 3.2 的 (c)。 利用 此 结果 立即 可 得 pq(n) 的 平均 
9. 
定理 3.7 re 我 们 有 


所 以 p(m) 的 平均 阶 是 . 


证 明 ”与 除数 函数 的 方法 类 似 ， 首 先 有 
p(n) 一 之 n(d)—- 


= D x? 4 O(xlogx), F 


3.8 对 于 由 原点 可 见 的 格 点 分 布 的 应 用 


(oa) 的 部 分 和 的 渐 近 公式 的 一 个 有 趣 的 应 用 是 由 原点 
可 见 的 格 点 分 布 定 理 . 
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.定义 ”两 个 格 点 p 与 称 9 为 是 相互 可 见 的 ， 如 果 连 结 
们 的 直线 段 上 除去 端点 p 与 9 之 外 不 含 其 它 格 点 . 
定理 3.8 两 个 格 点 (a，b) 与 (m，n) 是 相互 可 见 的 当 且 
仅 当 a 一 m 与 b 一 n 互 素 . 
证 明 显然 (a,b) 与 (m，n) 是 相互 可 见 的 当 且 仅 当 
(a 一 后，b 一 a) 是 从 原点 可 见 的 ,于 是 当 (m，a) 一 (0，0) 
时 ， 定 理 是 成 立 的 . 
假设 (a，b) 是 由 原点 可 见 的 ， 并 令 d4=(a，b) ， 我 们 证 
明 d=1， 如 果 d>1， 则 有 a=da' ，b=db' HA, b') 
.在 连接 (0，0) 与 (a, b) 的 直线 段 上 ,这 个 矛盾 证 明了 d=1, 
KZ, 设 (a,，b) 二 1， 如 果 有 一 个 格 点 (a , b) 在 联结 
(0,0) 与 (a, b) 的 直线 段 上 ， 则 有 
a'=ta, b! =tb 这 里 0<t<1， 
因此 t 是 有 理 数 ， 所 以 t= 一 -， 这 里 +, s 是 正 整 数 且 (r，5s)= 


NES 
sa! =ar, sb’ —br, 
所 以 slar，slbr.， (s, r)=1, 所 以 sla，s|b 而 (a, b)—1.. 
所 以 s 一 1， 这 与 不 等 式 0<t<1 矛 盾 ， 因 此 格 点 (a, b) 是 由 
原点 可 见 的 . m 
有 无 穷 多 个 由 原点 可 见 的 格 点 ， 自 然 要 问 ， 它 们 在 平面 
上 的 分 布 情况 怎样 
考虑 在 zy 平面 上 由 不 等 式 |x|<r， |y|<r 确定 的 大 的 
方形 区 域 ， 令 NCr) 表 示 在 这 个 方形 内 的 格 点 的 个 数 ， 并 令 
N Cr) 表示 由 原点 可 见 的 格 点 的 个 数 ， 商 -AD -是 度量 这 
个 方形 内 由 原点 可 见 的 格 点 的 分 数 ， 下 一 个 定理 说 明 这 个 分 
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数 随 r 一 co 而 趋 于 一 个 极限 ， 我 们 称 这 个 极限 为 由 原点 H DL 
的 格 点 的 密度 . 


定理 3.9 ”由 原点 可 见 的 格 点 集合 的 密度 为 -5;. 
证 明 ”我 们 将 证 明 


. N(r) | 6 
lim NG) x^ 
与 原点 最 近 的 八 个 格 点 都 是 由 原点 可 见 的 ，《〈 见 图 3.3 ) ， 


和 根据 对 称 性 ， 我 们 看 到 N'(r) 等 于 8 再 加 上 区 域 
((x, y): 2zxr, 1<y<r} 
( 图 3.3 的 天 影 部 分 ) 内 由 原点 可 见 的 烙 点 数 的 8 f, BH 
N(r)=8+8 SD 1=8 X qm). 
利用 定理 3.7， 我 们 有 
N’ (r) 2r 4O(rlogr), 


Y 
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但 是 ， 在 这 个 方形 内 格 点 的 总 数 是 
N(r)=(2[r]+1)'=(2r+O(1))'=4r*+O(r), 


所 以 
N'(r) 24-1? +O(rlogr) 
Nip) a POR) 
Š L o( fst ) 
“NTL 
1- o(+) 
当 r 一 co 时 ， 我 们 得 到 CO 一 > 6 CT 


N(r) x 
注 ， 定 理 3.9 的 结果 有 时 也 拱 述 为 ， 随 意 挑选 的 格 点 中 由 原点 可 见 的 烙 点 的 
概率 是 -8 -、 或 者 说 ， 任 意 挑选 两 个 整数 a 与 b 互 素 的 概率 是 -0 


3.9 HM(n) 与 人 A(n) 的 平均 阶 


En) 与 A(n) 的 平均 阶 的 确定 比 p9(n) 与 除数 函数 的 平 均 
阶 的 确定 要 困难 得 多 ， 大 家 知道 ，p(n) 平 均 阶 为 0 Ala) 
的 平均 阶 为 1 ， 即 

lim X u(n)-0, lim 3 AQ)-1. 


但 是 其 证 明 是 不 容易 的 . 下 一 章 我 们 将 证 明 这 两 个 结果 等 价 - 
于 素数 定理 : 


lim x(x )logx _=1, 
x 


Rpr EES LA TR 
在 这 一 章 我 们 将 得 到 包括 LCn) 与 A(n) 的 一 些 基本 等 
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式 ， 它 们 在 素数 分 布 的 研究 中 将 要 用 到 ， 这 些 等 式 将 由 任意 
的 数论 函数 { 与 g 以 及 它们 的 Dirichlet 乘 积 frg 的 部 分 和 的 一 
般 公式 推出 . 


3.10 Dirichlet ÆR H Rh 


:定理 3.10 ”如果 hf*g， 念 
H(x)= Zh), F(x)=2 fms 
GOD= Z g(n), 
' 则 有 
(14) Hoo gim e(2-)- ise (2). 
WEB] S 
0<x<1 


0 
U=, uu 
JUF-ÍoU, G-goU, 我 们 利用 关于 运算 o 与 * 的 Ae 律 ， 
有 
foG=Ío(goU)=(f*g)oU=H, 
goF=go(foU)=(g+f)oU =H, 
-证 明 完 成 . D) 
如 果 对 所 有 的 n，g(a) 一 1， 则 G(x)=[x] 且 (14) 式 为 
-我 们 给 出 下 面 的 推论 . 
定理 3.11 dnARFOO- X fn), WA 
S — S5 X |. X 
a9 m xr t [2 ]= zt (T). 


acr 
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3.11. 对 y(n) 与 A(n) 的 应 用 


现在 我 们 在 定理 3.11 里 取 i(n)=p(n) 与 A(n)， 可 得 到 
下 列 性 质 ， 这 些 性 质 在 素数 的 分 布 的 研究 中 将 会 用 到 . 
定理 3.12 Wx>1, BINA 


TETINE 
5 

an z Ao ]-tespxa. 

证 明 由 (15) 式 ,我 们 有 
lr 
BOE EE Baw 

= Ð logn=log[x]}; 口 

ik: 定理 3.12 里 的 和 可 认 为 是 h(n) 与 A(n) 的 平均 重量 . 

在 定理 4.16 里 我 们 将 证 明 素数 定理 ， 该 定理 随 级 数 也 

BO 收敛 是 和 为 零 立即 可 得 .利用 ( 16) 式 我 们 能 证 明 这 个 


级 数 的 部 分 和 有 界 . 
定理 3.13 HAMABI, RNA 


且 仅 当 x<<2 时 ， 等 号 成 立 ， 
证 明 如 果 x<2， 则 和 式 里 仅 有 一 项 hp(1)=1， 现 在 假 
设 x 之 2， 对 每 一 个 实数 y, 令 {y}= 二 7 一 [y7]， 则 有 
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t= Bua) [-]-z w(n)(-* ) x) 

eh xo) 
&No«(y) «it, XM 

«za EE 


exi) 


eee + x D 
<1+íIx)+[x]—1= x. 

用 x 去 除 ， 我 们 得 (18) 式 中 严格 的 不 等 号 . cC 
下 面 我 们 回 到 定理 3.12 的 等 式 (17) 
an X A|>] 

并 利用 它 去 确定 素数 的 方 赛 ， 这 个 素数 要 整除 一 个 阶乘 ， 
定理 3.14 Legendre 等 式 . 对 每 一 个 x 之 1 我 们 有 
(19) [xJi= IE pt 

其 中 乘积 号 在 二 x 的 所 有 素数 上 展开 ， 并 生 


(20) a(p)= 3 [5]. 

注 ，a(p) 的 和 式 是 有 限 的 ， 因为 对 于 p>x, [i =0. 

TERR ”如 果 n 不 是 一 个 素数 的 方 徐 ， 则 有 A(n)=0， 且 
A(p") 二 logp， 所 以 ， 


ing xen ]- x 


5 | 
—ilogp 
P 


1 a(p )logp, 


P 
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其 中 a(p) 由 (20) 式 给 出 ， 最 后 的 和 式 就 是 (19) 两 边 的 对 数 
式 . 所 以 证 明 完 成 ， [] 
下 面 我 们 利用 Euler 求 和 公式 去 确定 log[xj! 889 WH xc a 
xXx. 
定理 3.15 d Rx2, RNA 
(21) loglx]:=xlogx—x+O(logx), 
于 是 还 有 
(22) X A|> ]-xtogx - x +0Ctoax), 


证 明 在 Enler 求 和 公式 (定理 3.1 ) BC f(t)=logt, 
我 们 得 


Y logn = [logtat+ f Ed -dt— (x —Ex3)MHogx 


= xlogx —x +1 «v tot -= dt 


+O(logx). 
因为 


f tft ac-o(f dt)- OClozx) , 


这 就 证 明了 (21)， 并 由 (17) 即 得 (22). ea 
下 面 的 定理 是 (22) 的 一 个 推论 . ; 
定理 3.16 3jx22, RNA 


(23) "E Jlogp=xtogx +0(x), 


其 中 和 式 是 对 所 有 <x 的 案 数 展开 . 
EH ”因为 如 果 a 不 是 一 个 素数 的 方 罕 ，A(a)=- 0， 记 
以 我 们 有 
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x[i]c-zELEAe». 


— ^ 
"n 


p"<xf#p<x, iniip>x, W 


x |=0， 记 以 我 们 能 把 最 
后 的 和 式 写 为 


co x | 
È Èl p” Jiose= x] P Jioc 
mr x 
+> bl p" Jiog? 
下 面 我 们 证 明 最 后 的 和 式 为 Ox)， 我 们 有 
logp v [X ]< S: x 
>, ozp | p^ | c p 
=x Sllogp x( 1 y 
=x Slogp» —L-.. 1 
Pex w. 
p 
= logp 
x p(p—1) 


ac; n(n— 1) 
于 是 我 们 证 明了 
zE Jaen x [de coco. 


再 利用 (22) 就 证 明了 (23) . LI 
FRADE AU (23) Je t RRAN) 的 部 
分 和 的 浙 近 公式 . 


90 


US 


3.12 Dirichlet 乘 积 的 部 分 和 的 另 一 个 等 式 


我 们 利用 定理 3.10 的 更 一 般 的 说 法 来 结束 这 一 章 ， 在 第 
四 章 里 将 利用 此 定理 去 研究 某 些 Dirichlet 乘 积 的 部 分 和 | 
在 定理 3.10 里 ， 我 们 写 
F(x)= DB fa), G(x)= 3 e), 


H(x)= E (es), 
TR 
H(x)= m R) 2) KDa 


adx 


定理 3.17 ”如果 4 与 b 是 正 实数 ， 使 得 ab 一 x， 则 有 
(24) E f()g() DG (-2-) 


+ Eso F()-- F(a)6(b). 


证 明 《24) 式 左 端的 和 H(x) 是 在 图 3.4 里 表示 的 双 曲 线 
区 域内 的 格 点 上 展开 的 ， 我 们 把 这 个 和 分 为 两 部 分 ， 一 部 分 
在 AUB 的 烙 点 上 展开 ， 另 一 部 分 在 BUC 的 格 点 上 展开 . 在 
B 里 的 格 点 复 盖 了 两 次 ， 所 以 我 们 有 

HG)-Z, XM DDE 2 Dea) 


-ÈD 2if(d)g(a), 


` dea ach 
此 与 (24) 相 同 ， O 
$: 分 别 取 a 二 1 与 b 二 1， 因 为 {(1)=F(1) 与 g(1)=G(1)， 我 们 可 得 定理 
3 10 里 的 两 个 等 式 ， 
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(13.4 ) 


第 三 章 习 题 


利用 Euler 求 和 公式 ， 对 x 之 2， 推 时 下 列 二 式 ， 
(a) DE -村 logzxz+TA+O 人 (Dos awan. 


2h x nlogn 


NO. ] -一 
(b) E -log(logx) +B + O(—.1 zzz ) 


BY 
AnNxc2, 证 有 明 


> A) Tog? x-r2Clogx+O(1), #BCJEEulei 


Jüixz2EHoeo0,ax1, WH 


pe. Son itfa) FO(xi7*), 


n. x n? l~a 
Tngxl, jiFHB 


(a) wr em) 


Sn Ea = T 


(b) X- e] * IE * — + O(lozx), 


n<r n 
如 果 x 宇 1， 证明 


G) dE] + 


5 题 与 4 题 的 公式 一 起 ， 说 明 对 x 关 2， 有 
" 1 x ' 
X p(n) = py OGlesx), 


n ( ) 

v qn) x o 

A n Ey tOO) 
W2., 证 明 

yen) 1 A 


4 of logx ) 
其 中 C 呈 Euler 常数 而 A= È (ioga 
EFR, RKE, nai, WA 
XEOO L1 0 假定 这 是 成 立 的 ， 证 明 


£ n £ (2) 
Xjxz2, a>1, ax2, 我 们 有 
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ox g Iu t ta) 
T O(x'^*logx). 
8. 如 果 a 委 1 而 x 关 2， 证 明 


ọn) — X? 1 1-1 
Pu 2—a T T O(x!-'logx), 


9. 下 一 章 我 们 将 证 明 ， 人 5 3 
TO — p k BPH o = -点 -， 先 假定 这 是 成 立 
的 ， 证 明 ， 
o(n) n xz o(a) 
a) — CG Se ms Rae, 
上 提示: 利用 公关 9(n) =n H G-p ARERR 
1+x+x? te 一 一 上 -= itx 还 有 x= l, | 
1—x i-x pia 


(b) 如 采 x 宇 2， 证 明 


n = x 
eua C909. 


10, dnx, mm 


`" 
< 


$8 (n) = 1 十 -ea C(a—1) 


iG) 
n X [u(d)] 
u. epo, 
(2) (© io JEBHERS Eo, (n) =n TL C97). 
(b) 证 明 
eG)- 21 dofi) 


其 中 和 是 在 满足 4 1a 的 那些 n 的 约 数 d 上 展开 . 
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(c) 证 明 
NY 
Sol) = D (as (a) 其 中 
S(x)= Dok), RE, AAAS HIE, 


XfxSe2, 有 

Sd apr ro Gdenn. 

辣 第 7 题 一 样 ， 可 以 先 假定 Dea = -5 
对 a>1 是 成 立 的 . 


12， 对 实数 a 守 0 与 整数 kK 宇 1， 确 定 下 面 的 部 分 和 
1 


的 渐 近 公式 .并 且 当 x 一 吕 时 ， 误 差 项 趋 于 0 . 对 包含 
s 一 1 的 情形 也 是 真实 的 ， 
最 大 整数 函数 的 性 质 
对 于 每 个 实数 x， 符 号 [x] 表 示 委 x 的 最 大 整 数 . 13316 
题 描述 最 大 整数 函数 的 一 些 性 质 ， 其 中 x 与 了 表 PR, nd 
AER, 
13, 证 明 下 列 各 条 的 每 一 条 ; 
(a) MRx=k+y, REKER, o<y<1, M 


k=[x], 
(b) [xt+tn]=Cx]-+n, 
(c) Es 如 果 x=[x]， 
—[x]—1 dnx ex]. 


ELE max, 
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16, 


17. 


18. 


19, 


24, 


21, 
22. 


. HIO<y<1, WRExI—Cx—ylhffi nTüE ft Ao 


`, Rx) o x- Us AR AI 2808 ay, Ki RL EA, 


O<{x}<1, “AM 当 x 是 整数 时 ，{x}=0, 间 
(x) 十 {一 x} 的 值 能 够 是 什么 ? 

(a) 证 明 [2x] 一 2[x] 必 为 0 或 1. 

(b) 证 明 [2x]J+[2y]2>[x]+[y]+ x- yl. 


WPH paese ES 更 一 般 ， 


wf. k] . 
>l She] Ens], 
Af(x)-x-[x]- 5 证 明 


s _ k 
PE x4 E iux), 
并 推导 出 
na IN 
[È (s+ +) =: 
对 所 有 m :1 与 所 有 实数 x， 
Hub na, (hy k)=1, Sam EZD, 


、 Thr 
(a) Ew > [E > | 二 
(b) 如 果 (h，k) ==d， 请 给 出 一 个 相应 的 结果 . 
如 打 a 是 一 个 正 整 数 ， 
证 明 [ n tnl ]=[S4042 J. 
确定 满足 [wa 了] 整除 na 药 所 有 正 整 数 n 
MEn ERR, EH 


hal kr Jab, [提示 格 点 . 
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e 


e 


" [k] f n(n—1) 

Styles]. 

， 如 果 a 二 1，2，…，7， 证 明 存在 一 个 整数 b ( 与 ?有关 ) 
使 得 


alert. 


第 四 草 ”素数 分 布 的 几 个 基本 定理 


如 果 x>0， 令 x(x) 表 示 不 超过 的 素数 的 全 数 ， 由 于 有 
无 穷 多 个 素数 ， 于 是 随 x 一 ce 而 r(x) 一 c2. 从 18 世 纪 以 来 ， 
x 的 函数 x(x) 的 变化 情况 一 直 是 许多 著名 的 数学 家 认 真 研究 
的 对 象 ， 由 素数 表 的 检验 提示 ,Gauss(1792 年 ) 与 Legendve 


(11984) PR CX) 于 lon 即 


lim (logx =]. 


x-ee 


这 个 狂想 在 1896 年 由 Hadamard[28] 与 de la Vallee Poussin 
FE713 首 先 证 明 并 且 这 个 猜想 现在 就 是 著名 的 素数 定理 

素数 定理 的 证 明 按 它们 所 使 用 的 方法 通常 分 为 解析 的 与 
初等 的 ，Hadamard 与 de la Vallee Poussin 的 证 明 是 解析 
的 ， 该 证 明 利用 了 复 变 函 数 的 理论 与 Riemann zeta 函数 的 
性 质 . 初 等 的 证 明 在 1949 年 由 A.2elberg 与 P.Erdos 所 发 现 ， 
他 们 的 证 明 完 全 不 用 zeta 函 数 也 不 利用 复 变 函 数 和 的 理 论 但 
却 是 十 分 复杂 的 . 本章 来 尾 我 们 给 出 这 个 初等 证 明 的 主要 特 
征 的 简短 要 点 . 在 第 13 章 里 我 们 介绍 一 下 简短 此 解析 证 更 , 
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它 比 初等 证 明 更 明白 些 ， 
本 帝 涉 及 素数 方面 的 几 个 初始 而 且 基本 的 定理 ， 特 别 ， 
我 们 将 证 明 ， 素 数 定理 能 表 为 几 个 等 价 的 形式 ， 
例如 ， 我 们 将 证 明 ， 素 数 定理 等 价 于 渐 近 公式 
(1) MA(n)ex Hx, 
Mangoldt 淫 数 A(n) 的 部 分 和 定义 一 个 函数 ， 这 是 由 Cheby 一 
shev 在 1848 年 提出 来 的 . 


4.2 Chebyshev ñ 3k p (x) S g(x) 


定义 对 x>1， 我 们 用 公式 
(x)= AQ) 
定义 Chebyshev 中 一 函数 ， 从 而 ( 1 ) 式 里 的 渐 近 公式 为 
(2) lim YOO =), 
因为 ， 如 果 a 不 是 一 个 素数 的 方 宕 ， 则 有 A(n)=0 ， 于 
是 我 们 能 够 写 出 VCx) 的 定义 如 下 ， 
(x)= XAG)- 2 X AG") 


= X logp. 
m= 1 dc 


站 上 的 这 个 和 实际 上 是 一 个 有 限 和 ， 事 实 上 ， 如 果 x 了 <2， 
即 如 果 ( 汪 -iogx<1og2， 或 者 如 果 


logx 


log2 =log,x, 
5a 


m- 
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p 上 的 和 是 空 的 ， 因 此 我 们 有 
b(x)= 2 Zlogp, 


ms SUI PREX 
这 就 能 以 微小 形式 的 差异 写 出 另 一 个 Chebyshev 函 数 ， 
定义 ”如果 x>0， 我 们 用 等 式 
e(x)= 2 logp 
X X Chebyshev g 一 函数 . 其 中 p 通 过 所 有 二 x 的 素数 . 
中 (x) 的 最 后 一 个 式 子 可 以 重新 写 为 
(3) pos X g(x*). 


melor, 


TIRE RAO qi EC ope 
定理 4.1 对 x>0， 我 们 有 


pe OO OPE 
X X 2./x log2 ° 


注 : 这 个 不 等 式 意 即 
is (GO 0) )=o 


"— op 8) og £0) 之 一 趋 于 一 个 极限 ， 那 么 
一 个 也 趋 于 一 个 极限 并 和 这 两 个 极限 相等 
证 明 由 (3 ) 我 们 得 出 
O«$(x)-s(x)- De®), 


2=m=<1c a3 


但 由 g(x) 的 定义 我 们 有 不 等 


piaja > Š eo 


所 以 


O=<u(x)—g(x)< 5! ` x log(x*) 


zem<fos, 


<(log,x)./x log/x = logx , z logx 


log2 
_ Vx (logx)? 
2log2 ` 
用 x 去 除 ， 即 得 定理 ， L1 


4.3 RAS GO X £ Á 


本 节 ， 我 们 将 得 到 g(x) 与 r(x) 的 两 个 关系 式 ， 它 们 将 
被 用 于 证 明 素 数 定理 等 价 于 极限 式 i 
lim BCD) <1, 
x -oo x 
xY(x) 与 g(x) 两 个 函数 都 是 阶梯 函数 并 在 素 数 上 BEER. 
r(x) 在 每 一 个 素数 p 上 有 一 个 跳跃 ， 而 g(x) 在 p 上 有 一 个 
logp 的 跳跃 . 含有 这 类 阶梯 函数 的 和 能 表 为 下 面 定理 的 平均 
值 的 积分 . 
定理 4.2 Abel 等 式 . 对 任 一 数论 函数 a(n)， 令 
A(x)= X aln), 


其 中 ，A(x)= 0 当 x<1 时 .假设 f{ 在 区 间 fy，x]J 上 有 连 RS 
数 ， 其 中 0<y<x， 那 么 我 们 有 
(4) 之  a(n)f(n)=A(x)f(x)—ACy)f(y) 


-FADE coat, 


证 明 Ak-Ux]5m-LyJ. TAEA(x)- ACIOB. 
A(y)= A(m)， 则 有 
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PX 
= M a(i) = X (A(Q)— A(n-1)) f) 


AG) ia) E AQ KG #1) 
> ACC) -f(a +1)} 
E ACORG)- A(m )f(m +1) 
=- X AG) erat 
+ ACf() ACm) fCm +1) 
- > [ Acor 
+ ACk)f£Ck) — A(m)f(m +1) 
-| AOE OAO- [Acor coat 


J 


-AGHO [^ Acor codt 


-AGOIGO)- AGotGO- Acor cod — Dl 
替代 的 证 明 ， 对 于 熟悉 Riemann-Stieltjes 积 分 ( 参阅 [2]， 
第 7 意 ) 的 读者 可 以 得 到 ( 4 ) 的 一 个 简短 的 证 明 . 因为 
A(x) 是 一 个 阶梯 函数 而 f(a) 在 每 一 个 整数 9 上 跳跃 ， 所 DL 
( 4 ) 式 的 和 能 表示 为 Riemann-~Stieltjes 积 分 ， 

E aor) = foco. 
由 分 部 积分 得 
EL a(n) f(a) =f) ACH) {Cy) ACY) 
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- AA) 
=f(x)A(x)~f(y)A(y) 
— [PAC ect, 口 
ERAH, ACD =0, EBUSy«dR (4 ) 式 有 形式 
(5) Satan) - AG2fG). 一 | AGO (ae, 


由 ( 4 y 也 容易 推出 落 名 的 下 aler 求 和 公式 . 实际 上 ， 
如 果 对 所 有 的 2 宇 1!，a(n)==1， RATERHACO EXT H. C4) 
式 推出 


SiG) =1@)tx1-10)Lyi- [teat cat . 

由 此 与 分 部 积分 公式 

[t Ca 77160) - 1608, 

我 们 即 可 得 到 了 uler 求 和 公式 . ( 定理 3.1 ) 
现在 我 们 利用 ( 4 ) 式 并 以 积分 来 表示 g(x) 与 <(x)， 
定理 4.3 Wx>2, RNA 
(6) g(x)=zx(x)loqx— fat 
与 


— sO) 1 gb 
CO) 2G) = 800+ Fat. 


EH a(n) Zen 3 RG pak a, EB 
a(n) = 1 Hi nde XC, 
0 KE. 


则 有 
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n(x)=21= 2 a(n), g(x)= > logp 


= x a(n)logn, 
在 ( 4) B(x) —logx jy —1, RINE 
g(x)= 2 > a(n)logn 


=x(x)logx—x(1)log1 -F att) dt, 


因为 , 对 t< 2? ，x(t)=0， 它 就 证 明了 ( 6 ). 
其 次 ， 邻 b(n)==a(n)logn 并 写 


= D PVT TR, 


在 ( 4 ) 式 昌 RO) = y= fü 


x(x) = EQUO. hap a(t) at, 


logx log? 3 tlog?t 
因为 当 t<2 时 ，g(t)==0， 这 就 证 明了 (7 )X. 


44 ”素数 定理 的 儿 个 等 价 形式 


定理 4.4 ”下 面 几 个 式 子 是 逻辑 等 价 的 ; 
(8) tim TCL =1 
x X 


(9) lim EGO. i, 


(10) lim Od) =], 
WES] "m PETI 
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g(x) _ m(x)logx 1 (0 at 
x x X Ji t 
与 
n(x)logx _ g(x) + tome f g(t 
x x x 2 tlog?t * 


为 证 明 由 ( 8 ) 推 出 ( 9 )， 我 们 只 需 证 明 ( 8 ) 推 出 
QI xt) 1 
tin， 


但 ( 8 ) 即 xU =0( a ) 对 t=2， 所 以 


1 (mx) 4, .f 1 (7 dt 
Lf". t dt (+f logt ) 


而 . 
f dt = dt +f dt 
2 logt 2 logt vi logt 
< x p ITa 
log2 log/x ” 
Bru 


1 (* dt " 
二 | logt >0 Dixon, 


这 证 明了 由 ( 8 ) 推 出 ( 9 )， 
为 证 明 由 (9 ) 推 出 ( 8 )， 我 们 只 需 证 ( 8 ) 推 出 


logx | g(t)dt -0 
> tlog?t . 


lim 
x 一 co x 


但 ( 9 ) 即 g(t) 一 0( 切 ， 所 以 
Hoss [^ (dt 0o( lo (rdi y 


x 2 tlog?t | log?t 


T 
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las -[^ dt. f | dt 

2 log?t : logit Juil log?t 
< “x + x— Vx | 
<= 2 log2 x ' 


logx f* dt 
x 2 log?t 

这 证 明了 ( 8 ) 推 出 ( 9 )， 所 以 ( 8 ) 与 ( 9 ) 是 等 价 的 . 

由 定理 4,1 已 经 知道 (9 ) 与 (10) 是 等 价 的 ， d 

下 面 的 定理 把 素数 定理 与 第 n 个 素数 的 渐 近 值 联系 起 
x*. 

定理 4.5 p. EMIT RM METAL RESI E Be 
等 价 的 ， 


(11) lim TONo 一 1 


—0 当 x 一 co 时 ， 


(12) lim -log 一 1 


: P. _ 
(18) lim iogn | 
证 明 REH, (10 38:8 (12), (12)3 (13), (13) 
TEM (12), (12): 08 (11), 
假设 (110) 式 成 立 ， 两 边 取 对 数 ， 得 
lim[logr(x) 十 loglogx 一 logx] 一 0. 
tim [1 (188802 + ologx )|=o, 


logx 


因为 当 x 一 co 时 ，logx 一 co ， 由 此 得 
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lim logz(x) + loglosx — )=0 

ran logx logx . 
我 们 得 

xo ps : 


屯 式 与 (11) 一 起 ， 得 出 (12) 式 ， 
3 veg mn XL. Mx —P,, "Hüs(x)—nH 
z(x)logn(x)-nlogn, 
所 以 (12) 式 推出 
lim eg". 
na Pa 
这 样 ， 由 (12) 推 出 了 (13). 
下 面 设 (13) 成 立 ， 给 定 x， 由 不 等 式 ps<x< ps 确定 
n, Prluin=x(x), Rinlogndifm, 4% 


Pa — X < _Pa+t 


=1. 


nlogn ^ nlogn ` nlogn 
E (n2 1)loe(n- 1) 
— (n4 Dlog(n31) nlogn : 
令 n 一 cc 并 利用 (13)， 得 
i X jr -一 
lim niogan 1 或 lim x(x)logz(x) 


Ae, (3)5E18 (12), 
最 后 ， 我 们 证 明 (12) 推 出 (11)，(12) 取 对 数 ， 得 
lim(logz(x)+loglogz(x)—logx)=0, 
或 者 | 
Lim [oa (14 | 
=0. 
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因为 logf(x) 一 co， 立即 得 出 


: í logloga(x) |  logx ` 

lim (1+ logz(x) loga(x) / =0, 
或 者 | 

lim logx _ =] 


x logz(x) 


此 与 (12) 一 起 得 出 (11). 
4.5 x(n) 与 p, 的 一 些 不 等 式 


素数 定理 说 明 ， 当 x 一 2 时 ，7(n)~n/logn， 下 面 的 定 
理 说 明 ，n/logn 是 x(n) 的 确切 的 阶 ， 虽然 经 过 极 大 的 努力 
后 可 以 得 到 较 好 热 不 等 式 ( 参阅 [60] ) ， 由 于 证 明 的 初等 ， 
下 面 的 定理 仍 是 有 兴趣 的 ， 

定理 4.6 MEE 我 们 有 

(14) Ç 7 

证 明 BAKER 


9 
(15) pae 


TÉ 


HË, (CO gogo Qs) tunt + % 


Vn ni 
式 是 由 下 面 的 关系 式 得 到 的 ， 


Anl FEES (2n N . fin 
(+) = MS a). 


左边 的 不 等 式 用 归纳 法 容易 证 明 ， 将 (15) 式 取 对 数 ， 得 
(16) nlog2<log(2n)iíi —2logniíi<nlog4. 
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但 定理 3.14 指 出 
logni = X a(p)logp, 
Pn 


其 中 和 式 对 素数 展开 而 a(p) 由 


(17) losn)i-zogui x {| a ] 


ale 


因为 [2x] 一 2Lx] 为 0 或 1， 所 以 由 (16) 左 边 的 不 等 式 得 出 


logan 


Dx 
nlog2« X > Ulogp< >! log2n 
pin mot p<ie 
=1(2n)logan, 
这 给 我 们 
loz2 2n log2 1 2 
18) a(2n)> OS 一 Ë n 
( (2n): log2n  log2n 2 > 4 log2n ” 


这 内 为 log2>> 也 ， 对 于 奇数 或 数 我 们 有 


_ 1 2n 
mC2n+1)oea(2n 一 一 一 - 
( )=a(2n) > 4 log2n 
1 2n 2n tl ` 
4 2n-1 log(2n 十 1) 
Sl 2nd 
6 log(2n+1)’ 


RED ym p. HUS QS) EAR 
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1 n 
"(n> logn . 


对 所 有 1 二 2 成 立 ， 它 证 明了 (14) 左 边 的 不 等 式 ， 
为 了 证 明 另 一 个 不 等 式 ， 我 们 回 到 (17) 式 ， 取 出 对 应 于 
m 王 1 那 一 项 ， 余 下 的 项 都 是 非 负 的 ， 所 以 有 
log(2n);—2logn: 


>> { [= ]-2[4] } logp, 


X FER u <p py ABR ep, BANA 


E-]-42]- ma 


log(2n)i—21ogniz 25 logp—g(22)—g(n). 
T2016) HE Me (2n) — g(n) c nlog4, 
TRE, Spni2hy —4 i368], 22H 
g(2'*!)—g(2')«2'log4-—2'*!log2. 
#r=0, 1, 2, °°, KERA, ZEXL& UNI E— &, $81] 得 
g(2**!)«c2**?log2, 
BW ER e NGxPRngK, Biz <a, 48 
g(n) «g(2**!)«2**?log2«4nlog2, 


但 当 0 过 a 过 1 项 我 们 有 
GD- Doge M loe 
<g(n)<4nlog2, 
于 是 
< 4nlog2 +xr(ns)< Anlog2 ns 
z(u) < alogn Ta (n) < alogn tn 


11t 


die 0 R x>1, MG) a loger ce RR 
大 值 ， 所 以 n- logis 人 finc ise, ZEz(n)BJ5EEJ 的 


SEX CO = > 得 
z(n)< Ts (log2+ 3- e, 

证 明 完 成 . 

利用 和 定理 4.6 能 够 得 到 第 n 个 素数 大 小 的 了 上 下界 ， 

定理 4.7 Fini, Bots RHP 满足 不 等 式 

(19) —nlogn<P,<12 (ntogn-- niog -' uy 

证 明 如 果 K=pg， MAKS2Hn=<(K), BUHR 
们 有 有 


logn ' 


a. -a K _ Pa 
n «Kc UK Sdogp. 


, 


P,> alogp。 > Enlogn, 


给 出 了 (19) 的 下 界 . 
为 得 到 上 上 界 ， ROS. G 
K 1 B 


n=a(K)>~ 6 JdogK ~ 6 logp, ' 


出 此 得 
(20) ps <6nlogp,. 


Balg- Vx, Br, MxSiM, RNE logp.< 
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(二 VE ， 所 以 (20) 推 出 


FA 
-l logp, <logn +logt2. 
2 e 
由 此 并 利用 (20)， 我 们 得 
Pa <6n (2logn+ log ?.), 
e 


这 就 证 明了 (19) 式 中 的 上 办 m: 
注 :(19) 式 的 上 界 再 一 次 说 明 级 数 马 .PE 发 散 ， 用 它 与 2 (nlogn) "1 H, 
RE. 


4.6 Shapiro Tauberian 定 理 


我 们 曾经 指出 ， 素 数 定理 等 价 于 渐 近 式 
(21) - SI A(n)~1 当 x 一 co 时 . 
在 定理 3,15 里 我 们 推出 过 一 个 有 关 的 浙 近 式 
(22) X A(n)|*_]=xloex~x+0(losx), 
(21) 与 (22) 里 的 两 个 和 都 是 函数 A(a) 的 加 权 平 均值. C21) 
里 的 每 一 项 是 A(a) 乘 以 加权 函 数 -二 ， 而 (22) 里 是 乘 以 
x 
[z 
关于 同一 函数 的 不 同 加 权 平 均值 的 定理 称 为 Tauberian 
定理， 下 面 我 们 讨论 di Tauberian; 28 是 由 Shapiro(6 在 
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1950 年 证 明 的 ， 它 把 形 如 D a(n) 的 和 与 形 如 S af ] 
的 和 联系 起 来 ， 其 中 a(n) 是 非 负 的 . 

定理 4.8 令 {a(m)} 是 一 个 非 负 序列 ， 使 得 

(23) Z aln) | 并 |=xlogx+0Co) 对 所 有 x>>1， 
那么 ， 

(a) 对 x>1， 我 们 有 

gA =logx+0(1). 

( 换言之 ， 在 (23) 里 去 掉 方 括号 推导 出 一 个 正确 的 结果 , ) 
(b) 存在 一 个 常数 B 之 0， 使 得 

之 atn)<Bx HRA, 


(c) 存在 一 个 常数 A> 之 0 与 x,>0 使 得 
2 a(n>Ax 对 所 有 x 之 x。. 
E asa- xs. Toae [E] 
我 们 先 证 明 (b)， 为 此 建立 不 等 式 
(24) S(x)~S(4_)<T(x)-2T (+). 


我 们 写 
ro-a (ao 
2S ke) 
STEDENE 
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TE | Jon. 
因为 [2y]-- 2[y] 为 0 或 !， 第 一 个 和 式 是 非 负 的 ， 所 以 有 
x x 
T(x)-2T (3)>, Z: [= Jaca) 


= —-S(x)- S( 
2,007509 (=). 
这 证 明了 (24). 但 (23) 推 出 
T(x)-2T (4-)=xlogx+0(x) 
| ~2( 到 log 六 +O(r))=O(x)， 
于 是 (24) 推 出 S(x)-- S(Z-)= O(x)， 这 就 是 说 ， 存 在 某 个 
WRK, 88 
S(x)-S(4)<Kx 对 所 有 x>>1。 
BIS, o RS, fi 
x x 
s (39-5 Cs e 
x x 
s(-)- se 
GH dg. MB, S(L)eo, ERARE I 
x. d 
S(x)<Kx (1+ 
取 B = 2K 就 证 明了 (b). 


1 


1 _ 
le )=2Kx, 
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下 面 我 们 证 明 (a). 我 们 写 | 于 ]Ü=(2)+oo)y, & 


ro- gow- zo) 


=x g O(a) 


-x 924000 
RECO), FE 
gA — 2 T(x) +O0()=logx+ 001). 


这 证 月 了 (a). 
最 后 ， 我 们 证 明 (c)， 令 
TE 
则 (a) 可 写 为 ， 
A(x)=logx+ R(x), 
其 中 RCx) 是 误差 项 .因为 R(x)=0(1), 所 有 对 某 个 M>0， 
4g ROOM, 
选择 a 满 足 0o<a<1，《〈 我 们 立即 会 更 精确 地 确定 ) ， 
并 讨论 差 
A(x) =ACax)= y 50. 


MES a(n) - a(n) : 
= n afix n ` 


Hx Hasi, TL DH ACOR EAE 
A(x)— A(ax)-—logx4 R(x) —(logax + R(ax)) 
= —loga--FR(x)- R(ax) 
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z—loga— |R(x)| - [R(ex)| 
z-—loga—2M, 
Xu FETE FE o fi —-loga-2M=1, 3c kloga—- —2M—1, 
a=- ipxi0acl,. 对 此 ax， 我 们 在 不 等 式 


A(x)— A(ax)z=1 当 x> 时 . 


但 是 
ACx)- ACax)= ,之 | AD ES ax Mao) 
= S(x) 
ax 7 
于 是 
S(x) 21 xc -时 
ax 7 a 7° 
Fi, Mixon, SG) ax, A= ax, = it WE BI 
Y (c). 
4.7 Shapiro 定 理 的 应 用 
等 式 (22) 推 出 


= A(n) [=] =nfogx+O(s), 


因为 A(n) 宇 9， 我 们 能 够 利用 Shapiro 定 理 以 及 a(1)= 
A(n) 15 8]. 


定理 4.9 XPEUAx—(0, RNA 


(25) Y A)... logx +0(1), 
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还 有 ， 存 在 正 的 常数 C: 与 C; 使 得 
A|(x)<C,x 对 所 有 XxX 宇 1 
HƏ 
A|(x)2Z>C,x 对 所 有 充分 大 的 x. 
另 一 个 应 用 能 由 定理 3.16 已 证 过 的 渐 近 公式 
x -一 
>| ]ioep=xlogx +o 
Si, LE 
(26) 3 A (|> ]=xlogx+0(x), 


其 中 人 A ,是 如 下 定义 的 函数 ， 
logp 当 n 是 一 个 素数 时 ， 
A 
:9)={。 Spe 

ONA (n)>20, 23300 (26)1BBHShapiro BAAN Bi HE 2& EE 
a(x)— A, (n) BEES EI . 因为 g(x) 一 之 Ai(a) ,由 5hapiro 
定理 的 (a) 能 给 出 下 面 的 渐 近 公式 . 

定理 4.10 对 所 有 xX 宇 1， 我 们 有 

(27) DP =logx+0( 1). 


还 存在 正 的 常数 c; 与 c, 使 得 
g(x)<c,X WRAN, 
g(X)zc,x 对 所 有 充分 大 的 x. 
在 定理 3.11 里 我 们 证 明 过 
aso ar (2) 
对 任 一 数论 函数 fn) 以 及 部 分 和 F(x) 二 22 (n) 立 ， 因 为 
Wx) =2 AC), g(x)= A), 所 以 (22) 式 与 (26) 式 
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的 渐 近 公式 能 直接 用 站 x) 与 g(x) 来 表示 ， 我 们 把 CRA 
HÉA. 
定理 4.11 对 所 有 x 之 1， 我 们 有 


(28) > a) (-)=xlogx — x +0(109x) 


5 
X(A-)- xtesx «000. 


1 
48 HMO (|)W-PMUAR 


d xm RATE eS (Leo qute 我 们 得 
到 它 的 部 分 和 的 一 个 渐 近 公式 .这 个 结果 是 定理 4.10 里 等 式 
《27) 的 一 个 应 用 ， 

定理 4.12 存在 一 个 常数 A， 使 得 


(29) Sq =loglogx +a +0 (= 
证 明 & 
A(x) = S408 
Pax p 


一 ) 对 所 有 x>>2， 


logx 


1 Xni, 
a(n)= . 
0 HE, 
则 有 
EX-ECDL Ac E eC om. 
因此 ， 当 我 们 在 定 理 4. 2H Bu (t) == BY, APR t<2, 
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A(t)=0, WARA 
(30) x 1 A(x), f Alt) 4 
AS | 


logx 2 tlog?t 
HI 27) 式 我 们 有 A(x) = loge ERGO 这 AX HLR(X) — OC 1), 在 
《30) 式 的 右边 利用 此 式 ， 我 们 得 
(31) Y 1 _ logx+O(1) -| logt+R(t) dt 


Pex p logx Jos t 
=1+0(-4 logx J ie ‘bat 
RO) dt 
2 tlog?t , 


` dt 
{+ Togi -loglogx—loglog2, 


` RO) T R(t) | af- R(t) de 


| tlog? t 2 tlog?t | x tlog?t 
出 条 件 R(t)==O(1)， 这 个 广义 积分 的 存在 性 是 肯定 拘 、 但 


是 I 
EE át- o([ 54 os’ t )-9 (33). 


ARCS MER 


Z —~=loglogx+1—loglogg+ [ RO 4 
ox p 2 tlog?t_ 
1 
tolra) 
ER 
A=1 — loglog2 + EU. dt, 
定理 得 证 


4.9 Mobius 3 的 部 分 和 和 


EX WRX, PATEK 
M(x)= X p(n). 
M(x) 的 量 值 的 准确 的 阶 还 不 知道 ,数字 的 迹象 暗示 
IM(x)|<Vx ”如 果 x>>1， 
这 个 不 等 式 通常 称 为 Merten 猪 想 , 它 没有 被 证 明 也 无 反例 . 
至 今 得 到 的 最 好 的 D 一 结果 是 
M(x) =O(x8(x)), 


ZM x)= exp{— Alogix(loglogx) -让 对 某 个 正 的 常数 
A. (在 Walfiszt75) 里 有 一 个 证 明 ) . 
AY Fel HE I — e 38 16 
m- MOD. — 


Ks 


SATARE 首先 我 们 把 M(x) 与 LCn) 的 另 一 个 加 Br 
均值 联系 起 来 . 
定义 ”如 果 x>1， 我 们 定义 
H(x)= > u(n)logn. 
MCs) 


Hí x) _ 确定 


-的 变化 情况 是 由 - (xlogx) 


下 面前 定理 说 明 一 一 -~ 


定理 4.13 ”我 们 有 
(32) tim( MOO H(x) )-o. 


xiogx 


证 明 在 定理 4.2 里 取 长 t) =.iogt， 我 们 得 
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H(x)= X! u(n)logn=M(x)logx — f MO) dt 


于 是 ， 当 x 之 1 时 我 们 有 
MGO H(x) _ ES 
x xlogx = weg 


为 证 明 这 个 定理 ， 我 们 必须 证 明 
. 1 * M(t) 4, 
(33) lim xlogx | t dt=0, 


M(t) dt, 


但 我 们 有 平凡 的 信 计 式 M(x)=O(x)， 所 以 ， 
x M t x 
J wo ao (ayo. 

由 此 得 (33)， 于 是 得 (32). 


定理 4.14 ”如 果 素数 定理 是 成 立 的 ， 则 有 
MOO. _ 


jim- 


x — 


证 明 —— a ER, jË WE 3H 354 


cok A(x) _ 7 3 
x 一 co 时 ， Cxlogx) 0 .为 此 我 们 需要 等 式 


(34) —H(x)= — ZinGlogr- X u(ayo(). 


为 证 明 (34)， 我 们 从 定理 2.11 着 手 . 定理 2.11 说 明 
A(n)=— 2 u(d)logd, 


利用 Ma6bius 反 转 公式 得 
—n(m)logn= J p(d)A (4). 


对 所 有 的 n 专 x 求 和 和 ， 并 利用 定 83.10, f=, g= AB, 
我 们 得 到 (34). 
Box, 当 s>0 是 给 定 的 时 ,存在 一 个 当 数 A>0， 


122 


| MD) 51 ee 当 x 之 A 时 . 
换言之 ,我 们 有 
(35) |b(x)—-x|<ex `” x2Z An). 
选取 z>A 并 把 (34) 右 端的 和 分 为 两 部 分 
Dt H,” 
其 中 7 一 | Z]. 在 前 一 个 和 里 ,，n<y， 记 以 a< TS. FE 


一 之 A， 因 此 我 们 可 利用 (35) 写 


BEJK ssm. 


于 是 ， | 
Esc (Z)= me (e (2)--) 
EUST + Suc (4) 
x 
a 
所 以 
| eos (2) es ge | 
+ Is (23-2 


«x--ex(1--logy) 
<x-+extexlogx, 
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在 第 二 个 和 里 ， 我 们 有 y<an< 委 x， 所 以 a>y+i， 于 是 


x x 
= < <A, 
n y+l 


因为 


a X. 
ys x <y +1. 


不 等 式 (于 -)<A ma )eCA), Bud — Am £ at 

x 中 (A)， 于 是 (34) 的 全 部 和 不 超过 
(1+e)x+exlogx+xy(A)<(2+ A))zx+exlogx 

当 z<<1 时 . 换言之， 给 定 任 一 *， 使 0<s<1， 则 有 
JH(x)|<(2+0(A))x+exlogx 当 x>>A 时 . 


或 者 
JHD — 24+WA) L, 


xlogx logx 


选取 B>A， 所 以 x>B 推 TE <e, FE, X 
x>B, RHA 


[HG)| cs, 
xlogx , 
它 证 明了 ， 当 x-~*co 时 ， XX r1 


TERNES. 148936, FRE 

(36) lim MŒ) Lg 
能 推出 素数 定理 . 首先 我 们 引出 “小 o” 符 号 。 

定理 ”符号 

f(x)—o(g(x)) 当 x 一 co 时 ( 读 MF, (x) 是 g(x) 的 小 
o) B48 
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这 种 形式 的 一 个 等 式 
f(x)-h(x)-o(g(x)) 当 x 一 co 时 
意 即 fx)-…-h(x)=o(g(x)) 当 X 一 co 时 ， 
这 样 ，(36) 式 即 为 
M(x)=o(x) 当 x 一 co 时 ， 
并 且 玫 为 Wx) 一 x 的 素数 定理 也 可 写 为 
中 (x) 一 x 十 o(X) 当 x 一 co 时 . 
更 一 般 ， 渐 近 式 
i(x)~e(x) 当 x 一 co 时 
等 价 于 
f(x)=g(x)+o(g(x)) 当 x 一 oo 时 . 
我 们 还 要 注意 ，f(x)=0O(1) 推 出 f(x)=o(zx) 当 x 一 oo 时 ， 
定理 4.15 关系 式 
(87) M(x)=o(x) x= 
HV )~K xot, 
证 明 ^s. RAN PBR PK (x) 
(38) W(x) e x— Hulda) 001). 


然后 利用 (37) 去 证 明 其 中 和 式 是 o(x) 当 x 一 eo 时 . (38) 里 的 
函数 (由 
f(n)=o,(n)—logn—2C 
给 定 ， 其 中 C 是 Euler 常 数 ，cu(a)=d(a) 是 na 的 约 数 的 个 
数 ， 为 得 到 (38)， 首 先 我 们 有 等 式 | 
[x= 31, $697 3 AQ), 1- X] -], 


XXX 
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并 把 每 一 个 加 数 表述 为 包含 * Ma5bius 函 数 的 Dirichlet 乘 积 ， 
1= X aG)e (Ar). AG)= Slowey 


[Re 
RA 
[x] —W(x)—2C -xfi —A(a)—2c[ + ]¥ 


= 2iu(d)io. (q)—logq—2C} 


usd. 


= È n (d)fCq). 


S 


pex DIC NE BUE 
(39) Zed ila) = o(x) 当 x 一 co 时 ， 


eue 


定理 的 证 明 就 完成 了 ， 
为 此 ， 我 们 利用 定理 3.17， 写 


(40) BUDD ZEZ) 
+ ZMZ = )- F(a)M(b), 


其 中 a 与 b 是 任 一 正 数 ， 使 得 ab 一 x 且 
F(x)= X f(a). 
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下 面 我 们 利用 Dirichlet 公 式 〈 定理 3.3 ) 
之 co(a) 一 xlogx 二 (2c 一 1)x 十 O (7x ) 


与 关系 式 
> logn=log[x]í =xlogx—x+O(logx) 


去 证 明 F(x)=O(/x ). 
这 给 我 们 
F(x)= X o,(n)— 2 logn—2C S11 
=xlogx+(2C—1)x+O(./x )—(xlogx—x 
+ O(logx)) - 2Cx+ O(1) 
=O (Vx )+ O(logx) +0(1)=O+( Zx). 
本 此 ， 存 在 一 个 常数 B 演 0， 使 得 
[F(x)|<BYx 对折 有 x 之 1. 
在 (40) 式 右边 第 一 个 和 式 里 利用 上 式 ， 得 


co | xscor(2-) ena E sa 


_ Ax 
xa 
对 某 个 沼 数 A>B>>0. 
现在 令 s>0 是 任意 的 ， 并 选 a>1， 使 得 
A <e 
a , 
于 是 (41 ) 变 为 


(42) | 习 h(a)F( 去 «ex. 对 所 有 的 x 二 1, 

注意 ，a 依 赖 于 e 而 与 xX 无关 . 

因为 M(x) 一 O(x) 当 x 一 co 时 ， 所 以 ， 对 同一 个 e， 存 
在 c>0( 只 依赖 于 s ) ， 使 得 
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IM(x)| £ 
xcd MG | 
其 中 K 是 任 一 正 数 ，《 不 久 我 们 将 指定 K，) (40) 式 右边 的 
25 — ASR 
i» pes) <x fo ion 
_ ex ss lE] 
K > n 


naa 


如 果 对 所 有 iascadiX CR. Ak, 4x>ackt, (43) 
BEL. MER 
_ [ay)| 
K = > n “ 
于 是 (43) 推 出 
(44) |D teo M(4-) <ex 假如 x> ac, 


假如 MX 之 a 或 xz>a? 的 话 ，(40) 式 右边 最 后 一 项 有 界 
|F(a)M(b)| <A./a IM(b)| < A,/a b 
«eb Ja b | 
=e,/x b«ex, 
结合 此 结果 与 (44)，(〈42)， 我 们 得 到 ， 由 (40) 推 出 
| 2 u(d)f(q)| <3ex 


, 
qd<x 


假如 x>a:? 与 x>ac， 这 里 a 与 c 只 依赖 于 8. 这 就 证 明了 
(39). 
定理 4.16 如果 


AG)- HM, 
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3A. XXX 

(45) A(x)=0(1) 当 x 一 co 时 
推出 素数 定理 ， 换 言 之 ， 素 教 定理 是 级 数 

= n 

收 合 且 和 为 0 这 一 论断 的 推论 . 

注 : 也 能 证 明 ( 参看 [3] ) ， 素 数 定理 推出 这 个 级 数 CFO, Ar 以 (45) 式 
实际 上 等 价 于 素数 定理 . 

证 明 我们 将 证 明 (45) 推 出 M(x)=0(x). 根据 Abel 等 
式 ， 我 们 有 


MGO- Jae 六 
-xAQ)- | A(bdt， 

所 以 

MG) —. A(x)- Ll Act. 
为 完成 定理 的 证 明 ， 只 要 能 证 明 

(46) iml l'Acodt-o 
就 可 以 了 . 如 果 g>0 是 给 定 的 ， 则 存在 一 个 c，( 仅 依赖 
Ce), ， 使 得 |A(x)1<s， 当 x 关 c 时 .因为 对 所 Axl, A 
|A(x)]<1, MUA 
1 {> 1 [° 

faoal H fne 

m 
4x, ， 我 们 得 到 
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. 1 x 
lim [Fada xe, 
因为 :是 任意 的 ， 所 以 这 证 明了 (46). FT 


4.10 3kZ E SEL EE H ARE 


术 节 给 出 素数 定理 初等 证 明 的 一 个 极 简短 的 梗概 ， 完 全 
的 详细 证 明 可 在 [31J 或 [46] 里 得 到 ， 这 个 证 明 鸣 关键 是 
Selberg 渐 近 公 式 
W(x)logx+ D AC) (4-)=2xlogx+0(x), 
其 证 明 是 祖 对 的 简单 并 在 下 一 节 给 出 .本 节 是 概括 由 Selberg 
首先 ，Selberg 公 式 有 一 个 更 方便 的 计算 公式 ， 它 包含 
函数 
o(x)=e *j(e*)—1. 
Selberg 公 式 推出 一 个 积分 不 等 式 
(47) oo dst «o | | lo) ldudy+0(2), 
且 素数 定理 等 价 于 o(x) 一 0 当 x 一 co 时 . 因此 如 果 我 们 
令 
C= limsup| o(x)|, 
则 素数 定理 相当 于 说 C= 0. 这 由 假设 C>0 并 得 到 如 下 一 个 
矛盾 所 证 明 ， 由 已 的 定义 我 们 有 
|. (48) lo(x)| SC+g(x), 
这 里 g(x) 一 0 当 x 一 co 时 . 如 果 C>>0， 这 个 不 等 式 与 (47) 一 
起 ， 给 出 同一 类 型 的 另 一 个 不 等 式 
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(49) lo(x)| xC' +h(x), 
这 里 0<C' <C， 并 且 当 x 一 co 时 ，h(z) 一 0， C47), (48) 
推出 (49) 是 这 个 证 明 中 最 长 的 部 分 .在 (49) 里 ， 令 xco， 我 
们 得 到 CsC“ ， 这 是 一 个 了 矛盾. 证 明 完 成 ， 


4.11 Selberg AAR 


我 们 用 Tatuzawa 与 jseki[r68] 在 1951 年 给 出 的 方法 推 
导 3Selberg 公 式 ， 它 以 下 面 的 定理 为 基础 ， 些 定理 具 有 一 个 
反 转 公式 的 性 质 . 
定理 4.17 ” 今 F 是 一 个 定义 在 (0，<o) 上 的 实 值 或 复 值 
mA, FS 
G(x)=logx SF (>), 
则 有 . 
Flog + SF (JAG)= in (06 (Z). 
HEM] 首先 ， 我们 把 F(x)logx 写 为 和 式 
readies XT] C) 


= ZF (Z )os* zaa), 
SR GRAN AL FA E2 1106 885 
A(n)= Zu(d)log—+ 
去 写 | 
xr) xr(A) Xin(G)1ez--. 


axI n 


rat 


这 些 等 式 相 加 ， 我 们 得 
F(x)logx + EF(E)AC) 


-EF(A)ZXu0 {los +log4} 


-B APH Diot, 
在 最 后 的 和 式 里 ,我们 写 n 一 qd， 得 
x x 
RAPD) Obey 
= x x _ x 
= Bron EF) Bory): 


定理 得 证 . 
定理 4.18 Seiberg 渐 近 公 式 . 对 x>>0， 我 们 有 
$OOlogx + 22 AG) (D) = 2xtogx «000. 


证 明 我 们 对 函数 F(x)== 中 (x) 与 F,(x)=x 一 C1 Y 
用 定理 4.17， 这 里 C 是 Euler 常 数 ， 对 应 于 下 ,我们 有 


50e 24() 
=xlog?x—xlogx+O(log’x), 
HRN AT 384.11, WM TE RNA 
G,(x)- logx 之 E, ()- logx (EC —1/ 


= xlogx D(Cti)logx Dl 


nax 


= xlogx(1ogz+C+0(—}-)) 
— (C4 1)logx(x +O(1)) 
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=xlog2x—xlogx+O(logx). 
比较 G,(x) 与 G,(x) 的 这 两 个 公式 ， 我 们 得 G.(x)—-G,(x) 
=O(log’x), 实际 上 我 们 只 须 用 弱 的 估计 
G(x) —G,(x)=OG/x ). 
现在 我 们 对 每 一 个 E :与 FE, 应 用 定理 4.17 并 把 得 到 的 两 
个 关系 式 相 减 ， 二 式 右 边 的 差 是 


zio [1-9 GP 


-o(zxJ3-)-o(vx Z—-) 
= O(x), 
这 里 用 了 定理 3.2(b). 因此 二 式 左 边 的 差 也 是 Ol). HF 
Zz, RIIE 
(b) —(x-C—1)}logx 
+ Eft (%)-(Z -ce-n fa@)= 00). 


n 


重 排 这 些 项 并 利用 定理 4.9， 我 们 得 
W(x)logx+ 2 (JAG) 
=(x—C—1)logz+ (L —C- 1)A(n) +O(x) 
= 2xlogx +O(x), C] 


第 四 章 习 题 


1. 令 S=={1，5，9，13，17，…} 表 示 4n 十 1 形式 的 所 有 正 
整数 的 集合 .的 元 素 p 称 为 是 9 一 素数 ， 当 p>1 且 p 在 
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S 中 的 约 数 只 有 1 与 5p 时. ( 例如 49 就 是 一 个 S 一 素数 . ) 

S 中 的 元 素 n>1 不 是 5 一 素数 就 称 为 5 一 复合 数 ， 

(a) 证 明 每 一 个 S 一 复合 数 是 9 一 素数 的 乘积 . 

(b) 找 出 一 个 最 小 的 5 一 复合 数 ， 它 能 以 多 于 一 种 方式 
表 为 "一 素数 的 乘积 . 

这 说 明 在 S 里 因子 分 解 式 的 唯一 性 不 成 立 ， 

讨论 下 面 的 整数 的 有 限 集 合 
T={1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29}. 

(a) 对 于 在 区 间 30 过 P< 之 100 里 的 每 一 个 素数 p， 确 定 一 
对 整数 m，n， 其 中 m 之 0，nE€T， 使 得 
p=30m+n, 

(b) 证 明 下 面 的 论述 或 举 出 一 个 反例 ， 

& — ^J DD 58ERCON30m-En MILITE X, JE m-0H 


nET. 


3. 


@(x)=x°'+x+41, Rikk, HT 个 
EA, ERAR. 

令 f(x) 一 qo 十 qix 十 … 十 qsx" 是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 这 
Hla, >20Bn21. 证 明 ， 有 无 穷 多 个 整数 <， 使 f(x) 是 
复合 数 . 

证 明 ， 对 每 一 个 4 涯 1， 存 在 n 个 连续 复合 数 . 

证 明 ， 不 存在 多 项 p 式 Q 与 ,使 得 


"m 


今 a a; 过-… 之 as 过 x 是 一 个 正 整 数 集合 ， 其 中 没 有 as 
能 整除 其 它 的 数 的 乘积 ， 证 明 ，n<<x(x)。， 
计算 能 整除 10081 的 10 的 最 高 方 宕 
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16. 


， 令 35, 表示 级 数 LT -1 


给 定 整 数 的 一 个 等 差 级 数 

h, h+k, h+2k, «+, h+nk, += 
H ho<k<2000, MW n=t, t+1, +, t+r, 
十 nk 是 素数 ， 证 明 r 和 9， 换言之 ， 这 个 级 数 最 多 只 有 
连续 10 项 是 素数 ， 
SEAT 的 前 "项 的 部 分 和 ， 证 
阴 ， 对 每 一 个 整数 K>1， 存 在 整数 中 与 a， 使 得 


-S,= .l. 
35o 一 9 一 到- 


， 令 5 表示 前 n 个 素数 之 和 . 证明， 对 每 一 个 n, 存在 一 个 


整数 ， 其 平方 位 于 5 与 5,; ,之 间 . 
证 明 12 至 16 题 的 每 一 题 . 在 这 些 题 里 ， 你 可 以 利用 素数 
ER, 


. mHa>o, boo, pm (ax) ~ 全 ， 当 x 一 oo 时 . 


a( bx) 


. 其 果 0<a<pb， 则 存在 xz,， 使 得 r(axr)<r(bx)， 当 xz 


x Bj. 


.如果 0<a<b， 则 存在 一 个 xe， 使 得 对 x>>xo， 在 ax 与 


bx 之 间 至 少 有 一 个 素数 ， 


.每 一 个 区 间 [a，b]，0<a<b， 一 定 包含 一 个 -形式 的 


有 理 数 ， 这 里 p 与 4 都 是 素数 . 

(a) 给 定 一 个 正 荡 数 z， 则 存在 一 个 正 整数 K 与 一 个 素 
数 p， 使 得 
10*np«10f(n4-1) 

(b) oh he mE Ea, Az, °", Am, 满足 Oo<ai<9， 对 
i=1, 2, +, m, WET Be, EME fie 
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数 展开 式 的 前 m 个 数码 是 a.， Ar, '**, Am, 
. 给 定 一 个 整数 n 之 1， 它 有 两 个 因子 分 解 式 n = n p; B 
"He. 其 中 p; 是 素数 ( 可 以 相同 ) 而 qi 是 任意 >1 
的 整数 . 令 a 是 一 个 非 负 实数 . 
(a) 如 果 a 宇 1， 证 朋 

Apa. | 
(b) 如 果 0 和 wx<1， 求 出 关于 这 两 个 和 式 的 相应 的 不 等 


x. 
18, 证 明 ， DE 


(a) (x)= don +0 (y). 
(b) e(x)=x +0 (42), 
19, W2, > 
Li(x)= [= (zx 的 对 数 积分 ) . 
(a) 证 明 
LOA. x z dt 2 
Li(x)= logx + ; logzt log2 
更 一 般 


Li(x)= osx Xe ue 


K log*x 


, 


dt 
tn) t Cs, 


其 中 Cs 与 x 无 关 ， 
(b) 如 果 x 宇 2， 证 月 
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20. 


21, 


22, 


23, 


x x 

2 E -o( log™x ). 
令 f 是 一 个 数论 函数 ， 满 足 

S{(p)logp=(ax-+b)logx tex-+O(1) Xx»? 
证 明 ， 有 一 个 常 玫 A《 依赖 于 f ) 使得， 如果 x 之 2， 
则 有 


x di 
Dp)=axt(ate) ( ryz: + 2 loghi ) 


+blog(logx) + A +O (L). 
已 知 两 个 实 值 函数 SCx) 与 T(x)， 满 足 
Fo- BSE) ae 


如 果 SCxz)=O(Cx) 且 C 是 一 个 正 的 常数 EB], 
S(x)—Cx 2%4x-oolif 
可 推出 
T(x)~Cxlogx 当 x->co 时 . . 
证 明 ， 定 理 4.18 中 表述 的 Selberg 公 式 与 下 面 关系 式 中 
的 每 一 个 等 价 ， 
(a) Wx)legx-- 之 (= )logp=2xlogx +O(x). 


(b) g(x)logx+ De (~)logp=2xlogx+ Ox), 
4M(x)- Sua), 证 明 
M(x)logx+ 之 iM (=) A(n)+O(x) 


M(x)logx+ 3 M(— )logp= O(x). 


137 


24, 


25, 


26. 


CHER: 定理 4.17] 
邻 A(x) 对 所 有 的 x>>0 有 定义 ， 并 假设 
T(x)= EA(E)=axlogr+bx+0( E) 
M x— ool}, 
其 中 a 与 b 是 常数 ， 证 明 
A(x)logx+ > A(Ž )A(n) —2axlogx--0(xlogx) 
x—co . 
并 验证 定理 4,18 中 的 Selberg 公 式 是 此 式 的 一 个 特殊 情 
形 . 
证 明 ， 形 如 由 xx) 一 x 的 素数 定理 可 以 推出 定理 4.18 中 的 
Setlberg 公 式 而 误差 项 为 0(xlogx) x-=co, 
1851 年 Chebyshev 兽 证 明 ， 如 果 x 一 ce 了 时， W) ay 
一 个 琢 限 ， 那 么 这 个 极限 等 于 1 ， 本 题 概 括 了 以 公式 
(50) Zy ()=xlogx-+O(2) 
为 基础 的 这 个 结果 前 一 个 简单 的 证 明 . (50) 蚌 由 定理 
4.11 得 出 的 ， 
(a) 4d=limSup( 22) ), 给 定 e>0, 选 择 N=N(e)， 
(x S NPE U(x)<(S+e)x, 把 (50) 里 的 和 分 为 
两 部 分 ， 一 部 分 为 <- 和 ， 另 一 部 分 为 二 让-， 并 
佑 计 每 一 部 分 得 不 等 式 
Dy E <(8+e)xlogx+xp(N), 


把 此 式 与 (50) 比 较 ， 推 出 3 宇 1, 
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27. 


(b) #r=liminf( PCX 38280] ssa 254090 i s 


xoc 


SHr<i WU, xo, ie CO 有 一 个 


ER, Wir—o-i, 
在 27 至 30 题 中 ， 令 ALx)== Dal), Apalai E 


n-x 


(51) a(n)2:0 MASI, 5 
(52) PE A )- Xaov ZI 


=axlogx+bx+0 (T) 


KOO, 
Ma(ny=A(n) ap, xo T Hüja-1, b=-1, Fiat 
的 习题 证 明 ,， (51) (52) i RB eR (x) ~ x THE 
A(x)~ax, 这 将 与 定理 4.8 比 较 (Shapiro Tauberian 
eM), REN RGIS Bw A eS A (3) 
axlogx +O(x)3¢ Hp Cx A (x) Bx) AER Me 让 的 
党 数 C 与 了 
HERH 
(a) z A(E x Jace) 


-3 VESES "NICO 


利用 此 式 推导 关系 式 
(by -MO Li. A(E)A) 


x xlogx névy 
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t-q (二 ja) 
=2a+O(1). 
a. deli ACO), pos ( AG), 
(a) 选取 任意 的 se>0， 利 用 事实 
A( 二 )<(B+e) = (3) +e) 


对 所 有 充分 大 的 一 成立 ， 并 利用 27 题 (b) 去 导出 


B a e at 
因为 s 是 任意 的 ， 这 就 推出 

a+ 2+4500, 
[提示 ， Qro, HAC) 4 ] 


Cb) 用 类 似 的 理由 证 明 


B2, 


JFSHa-B-a. RAZ, Mix—coBb A(x)~ax, 
29， 取 a(n) 二 1 十 k(n) 并 验证 ， 当 a=1,，b=2C 一 1 时 ，(52》 

式 是 满足 的 ， 这 里 C 是 Euler 常 数 . 

证 明 ， 由 28 题 的 结果 可 推出 


lim—— Zu(n)=0. 
这 就 给 出 定理 4,14 的 一 个 兰 换 证 明 . 
30， 如 果 在 28 题 里 ， 我 们 不 假定 素数 成 立 ， 代 替 的 条 件 是 设 - 
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r=liminf- t) , Š=limsup- + X. 


(a) 证 明 ， 由 (28) 题 的 结果 导出 不 等 式 
a 


a+ P. + 22a, B+ j tg <a. 
(b) 由 (a) 的 不 等 式 证 明 
ar<a<B=<aó, 
这 说 明 ， 满 足 (51 ) 与 (52) 的 所 有 的 数 a(n) 中 ， 有 一 个 因 
定 的 a8， 当 a(a)= 一 aA(a) 时 ， 两 个 最 广泛 的 分 离 后 极 BH 
liminf AG) “jlimsup- AQ). 


不 确定 ， 于 是 ， p 特别 情况 a(n) Aa), 由 (51 ) 
与 (52) 可 导出 A(X) 一 ax。 
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5.1 同 祭 的 定义 与 基本 性 质 


Gauss 引 入 了 一 个 著名 的 记号 ， 这 个 记号 简化 了 关于 整 
数 整除 性 的 许多 问题 . 这 样 ， 他 创造 了 一 个 新 的 被 称 为 同 余 
理论 的 数论 分 支 . 本 章 讨论 的 是 同 余 式 的 基础 ， 

除非 特别 指出 ， 小 写 的 拉丁 字母 与 希腊 字母 都 表示 整 
数 .( 正 数 ， 负 数 或 零 . ) 

eM ew, bom, m>0, WRm kka- b, 
我 们 就 说 a%3 ，b 对 模 m 同 余 ， 记 为 

(1)a=b (modm ) ， 

其 中 ， 数 m 称 为 模 . 

换言之 ,，( 1 ) 等 价 于 整除 式 

m|(a—b), - 

*9$ p|, 24 B. M 34 mjalt, a=0(modm), FH a=b- 
(modm) 当 且 仅 当 a 一 pb 三 0(modm). 如 果 mf(a-b), RN 
记 为 a 志 b(modm)， 并 说 a 与 b 对 模 m 不 同 余 . 

AF. 

1. 19 = 7 (mod12), =—1(mod2), 3?=-1 
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(mod5). 

na (RR, 74H r 34n=0(mod2). 

ne ae, SH 4M24n=1(mod2). 

a 三 d(mod1) 对 每 个 a 与 b 都 成 立 . 
5. 如 果 a 三 b(modm),d|jm,d 守 0, 则 有 a 圭 b(modd). 
[LZ PS = FE Gauss 联想 到 类 似 于 等 号 = 而 提出 的 . 

下 面 两 个 定理 说 明 同 余 实 际 上 共有 许多 与 等 式 相似 的 性质. 
定理 5.1 园 佘 是 等 价 关 系 ， 就 是 说 ， 我 们 有 


P WN 


(a) a=a(modm) ( 反 身 性 ) 
(b) a 二 b(modm) 推 出 b 二 a(modm) (对 称 性 ) 
(c) a=b(modm) 与 b=c(modm) 

jëiHa=c(modm) (传递 性 ) 
WEB] 这 个 证 明 由 整除 性 立即 得 到 . 
(a) m]0. 


(b) 如 有 果 m| (a 一 b)， 则 有 mj(b 一 a). 

(c) 如 果 mj(a 一 b) 与 mj(b-c), 则 有 ml(a 一 b) + 
(b—c)=a—c. [Lj] 

定理 5.2 d$u5Ra-b(modm), azB(modm), WA 

(a) ax+ay= =bx + By (modi) BERE Six Y, 

(b) ac=bB(modm). 

(c) a*=b*(modm) 对 每 个 正 整数 n . 

(d) f(a)=f(b)(modm) ”对 每 个 整 系数 多 项 式 f. 

WEB] (a) BD22ml|(a—b), m|(a— 8), RUA 
m|x(a—b)+y(a—B)=(ax+ay ) - (bx - By ). 

(b) 注意 到 aa —bB=a(a—b)+b(a—B)=0 (modm) 
根据 (a) . 

144 


(c) #E(b)E, Staa, 了 B=b 并 对 n 作 归纳 法 , 

(d) 利用 (ce) 并 对 f 的 次 数 作 归纳 法 . LI 

定理 5.2 告 诉 我 们 ISOLE BIO A AR RU Sú 3 13263 fib 
够 相 加 、 和 相 减 与 相 乘 ， 就 象 它们 是 等 式 一 样 ， 对 于 模 相 同 的 
任意 有 限 多 个 同 余 式 司 样 是 正确 的 . 

在 进一步 展开 辣 祭 的 性 质 之 前 我 们 给 出 两 个 例子 以 前 明 
它们 的 用 处 . 

例 1. 被 9 整除 的 检验 .一 个 整数 na>0 被 9 整除 当 且 仅 
当 它 的 十 进位 制 数 的 各 位 数字 之 和 被 9 整除 ， 利 用 同 余 ， 这 
个 性 质 容 易 证 明 . 如果 n 的 十 进位 制 数 的 各 位 数字 记 为 av， 
ay, =, ak, H 

n=a +10a,+102a,-+-- + 10Fa,. 
利用 定理 5.2， 模 为 9， 我 们 有 
10=1, 10°=1, ++, 10*= 1 (mod9)， 
所 以 
n=a,+a,+= +a, (mod9), 
注意 ， 所 有 这 些 式 子 对 模 9 同 样 是 成 立 的 ， 所 以 一 个 数 波 3 整 除 当 且 仅 25 它 
的 各 位 数字 之 和 被 3 整除 . 

例 2，Fermst 数 F, 二 2 十 1 是 前 面 的 历史 介绍 中 提 到 
过 的 . BS PEF = 3, F,= 5, F,=17, F, ,=257,F 二 
65537 都 是 素数 .现在 ， 不 用 清楚 地 计算 出 FF ， 就 可 以 证 明 
F ,被 641 整 除 ， 为 此 ， 我 们 对 模 641 逐 次 地 讨论 方 蝇 27, R 
们 有 

22= 4, 2ft=16,2t=256,215=65536=154(mod641).. 
所 以 ， 

2°? z2(154)? =23716=640= — 1 (mod641), 
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Flt, F,—2**- 1 = 0(mod641), MF, BRAM. 
现在 我 们 回 到 同 余 的 一 般 性 质 ， 非 零 的 公 因 子 不 能 像 等 
式 那 样 从 同 余 式 的 两 端 消去 . 
例如 . 
48=18(mod10) 
的 两 边 的 元 素 都 能 被 6 整除 ， 但 车 我 们 消去 公 因 子 6 ， 我 们 
就 得 到 一 个 错误 的 结果 8 = 3 (mod10), 下 面 的 定理 说 明 ， 
如 果 模 也 能 被 这 个 公 因 子 整除 ， 则 公 因 子 可 以 消去 ， 
定理 5.3 如 果 c>0， 则 
a-=b(modm) 2% B g d ac  bc(modmc), 
证 明 ”我 们 有 有 上 |(b 一 a) 当 且 仅 当 cml(cb 一 ca)， O 
下 面 的 定理 叙述 消去 律 ， 当 模 不 能 被 公 因子 整除 时 ， 消 
去 律 可 以 使 用 . i 
定理 5.4 sae bo Bac=be(modm)# HBd=(m,c) ， 
UT 
a=b (mod A 


换言之 ，， 假 车模 也 被 4 一 (m,c) 整 除 ， 则 公 因 子 c 能 够 消 
法 . 
WEB] 因为 ac 三 bce(modm), 我 们 有 


mlc(a—b), 所 以 -本 -j (a-b), 


pe, S), ge | (ab), 口 

”定理 5.5 fBika-b(modm), 如 果 dim， dja, BAB 
djb, 

证 明 E Edo, 如 果 dlm， 则 Ha=b(modm) t 
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推出 a=b(modd). (HE dla, Mla =o(modd), 所 以 ps0 
(modd). [] 

定理 5.6  dnRa-b(modm), Hij(a,m)—(b,m), RE 
之 ， 对 模 m 同 余 的 二 数 与 n 有 相同 的 最 大 公约 数 ， 

证 明 令 4=(a,m)，e=(b,m). 则 Gilm，dla ， 所 以 
dib, Witdje, HÆ, elm, elb, Hilela, 于 是 eld . Bi 
此 d =e. L1 

定理 5.7 ”如果 a=b(modm) B 0<|b—a|<m , WA 
a=b 

证 明 ”因为 mi(a 一 b)， 所 以 除非 2 一 b 一 9， 我 们 有 二 
la—bl. 

定理 5.8 我 们 有 , a=b(modm) 当 且 仅 当 a 与 b 被 mm 除 时 
有 相间 的 余数 .. 

证 明 Ba=mqt+r, b=m09+R, X HO <r<m, 0x 
R«m, il)M@a—b=r—R (modm) 且 0 万 Ir 一 R|<m， 然 后 
利用 和 定理 5.7 即 得 . 

定理 5.9 如 果 a=b(modm) 且 a=b(modn) ， 其 中 (m， 
n)=1. Bjja=b(modmn). 

证 明 Amn XE RS — b, HA(m,2)= 1 ,所 
以 二 数 之 积 mn 也 整除 a — b. CO 


5.2 ”剩余 类 与 完全 剩余 系 


定义 “考虑 一 个 固定 的 四 >0， 我 们 用 "TIBET 
(modm) i BRA Six Het, del adm 的 — 4 3 
类 . 
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这 样 ，a 由 形 如 a 十 mq 的 所 有 整数 组 成 ， 这 里 的 4 一 0 ， 
+1, 62, 

下 面 的 剩余 类 的 性 质 是 这 个 定义 的 很 自然 的 推论 ， 

定理 5.10 ”对 一 个 给 定 的 模 m， 我 们 有 

(a) a—b3 Ei Sia -b(modm). 

(b) 两 个 整数 x 与 y 属 于 同一 类 当 且 仅 当 

x=y(modm). 
(c) me MH, 2, , mEA82T EAH RE 
全 体 整 数 的 集合 ， 

证 明 (a) 与 (bp) 由 定义 立即 得 到 .为 证 明 (c) ， 我 们 注 
意 0，1 ，2 ,……，m 一 1 对 模 m 是 互 不 同 余 的 . CE 
5.7). B (b), HRX | 

A A A ~N 

0, 1, 2, =, m—1 
是 互 不 相交 的 ,但 每 一 个 整数 x 一 定 要 属于 这 些 类 中 的 一 个 
确定 的 类 里 ， 这 是 因为 x 一 mq 二 7， 这 里 0 二 r 二 m， 所 以 x = 
r(modm) x Er. 还 因为 0 二 这 就 证 明了 (6) . 口 


定义 ”由 剩余 类 1，2，…, 名 的 每 一 类 中 的 一 个 代表 做 
成 的 mm 个 代表 的 集合 称 为 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 . 

例子 任意 m 个 对 模 不 同 余 的 整数 集合 都 是 模 m 的 一 个 
完全 剩余 系 .例如 


{1, 2, eee, m}; (0, 1, 2, C5, m—i}; 
(1, m+2, 2m --3, 3m+4, «+, m°}, 
定理 5.11 i(k, m)=1, W#a. --, ans EMEY 


一 个 完全 剩余 系 ， 则 {kal:，…，kan} 也 是 模 m 的 一 个 完全 剩 
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证 明 ”如果 ka; =ka;(modm), Mga =a; (modm), 
这 因为 (k，m) 一 1， HERA {ka --, kan PRAMATI 
素 对 模 mm 同 余 ， 又 因此 集合 有 了 个 元 素 ， 所 以 它 组 成 一 个 完 
BARR. O 


5.3 一 次 同 余 式 


多 项 式 同 余 式 能 与 代数 中 的 方程 以 相同 的 方法 进行 研 
3. 为 了 在 x 是 整数 时 ， 多 项 式 的 值 也 是 整数 ， 所 以 我 们 论 
述 的 多 项 式 f(x) 都 是 整 系数 的 .一 个 整数 x 如 果 满 足 一 个 多 

(2) {f(x)=0 (modm), 
则 x 叫做 是 这 个 同 余 式 的 一 个 解 . 当然 , 如 果 x 三 y(modm)， 
则 f(x) 三 1(. )(modm)， 所 议 一 个 同 余 式 的 一 个 解 有 无 穷 多 
AR. 因此 ， 我 们 约定 属于 同一 个 剩余 类 的 那些 解 是 同一 个 
E., 当 我 们 谈 到 如 ( 2 ) 那 样 的 同 余 式 的 解 的 个 数 的 时 候 ， 我 
们 指 的 是 不 同 余 的 解 的 个 数 ， 也 就 是 包含 在 集合 {1，2,… 
mn} 中 或 任 一 完全 剩余 系 中 的 解 的 个 数 . 因此 ， 模 m 的 任 一 
多 项 式 同 余 式 最 多 只 有 器 个 解 . 

B. 一 次 同 余 式 2x 三 3(mod4) 没 有 解 . 因为 2x 一 3 对 
每 个 x 都 是 奇数 ， 因 此 不 能 被 4 整除 . 

例 2. 二 次 同 余 式 x? 二 1(mod8) 恰 有 4 个 解 , Hix=1, 
3，5，7(mod8 ) 给 出 . 

一 次 同 余 式 的 全 部 理论 由 下 面 三 个 定理 所 表述 . 

定理 5.12 ” 设 (a,m)=1， 则 一 次 同 余 式 

(3) ax=b (modm) 
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“ 答 有 一 个 解 . 

EB] ”我们 只 项 检 验 1，2,，…，m， 因 为 它们 组 成 一 个 
完全 剩余 系 ， 因此， 我 们 作 乘 积 a，2a，…，ma， 由 于 (a， 
mm) 王 1， 所 以 这 些 数 也 组 成 一 个 完全 剩余 系 ， 于 是 这 些 乘积 
中 恰 有 一 个 与 b 同 余 ， 也 就 是 恰 有 一 个 x 满足 ( 3 ) . D) 

虽然 定理 5.12 告 诉 我 们 ， 同 余 式 ( 3 ) 有 唯一 的 一 个 解 ， 
但 它 除 了 检验 完全 剩余 系 中 的 所 有 的 数 之 外 ， 没 有 告诉 我 们 
如 何 去 确 定 这 个 解 . 有 一 些 更 简捷 的 著名 的 确定 解 的 方法 ， 
它们 将 在 本 章 的 后 面 被 论述 . 

注意 ， 如 果 (a，m) 二 1， 则 同 余 式 ax 一 1(modm) 的 唯一 解 称 为 是 的 倒数 
modm. 如 果 a” 是 a 的 倒数 ， 则 ba” 是 (3) 的 解 

定理 5.13 设 (a，m) =d， 则 一 次 同 余 式 

(4) ax=b(modm) 

4 Bib. 

证 明 如 果 解 存在 ， 因 为 dja 与 dljm， 于 是 有 dib， R 

之 ， 如 果 d|b ， 则 因 ( 局 -， 号 -) 一 1 ， 故 同 余 式 
dx (ne) 
有 一 解 ， 而 这 个 解 也 是 (4 ) 的 一 个 解 . 口 

定理 5.14 设 (a，m) =d，djb， 则 同 余 式 

(5) ax=b (modm) 

对 模 m 怡 有 dd 个 解 ， 它 们 由 

(6) t, th, tte tt DT 

给 出 ， 这 里 t 是 一 次 同 余 式 


pet (map) 


150 


Bm NER 

证 明 (7 ) 的 每 一 个 解 也 是 ( 5 ) 的 解 . 反 之，( 5 ) 的 每 
一 个 解 也 满足 (7 ) ， 于 是 在 ( 6 ) 里 列 出 的 d 个 数 都 是 (7 ) 的 
解 ， 因 而 也 是 (5 ) 的 解 ， 但 它们 任何 两 个 对 模 各 都 不 同 余 ， 
因为 由 


t-+ rots (modm), Oxr«d, 0 «s«d 


导出 

= s (modm) Fær=s(mod t), 
但 o<lr—s[<d, BrElrs, 
余下 证 明 ， 除 了 (6 ) 里 列 出 的 那些 数 之 外 ， 同 余 式 (5) 没 有 
其 它 的 解 . 如 果 7 是 (5) 的 一 个 解 ， 则 ay=at (modm) , 
Brbly= (mod. J), quày-teí Mp Pk, ker 
(modd) 对 满足 0 和 r<d 的 某 个 r， 因此 

k -p =r- (modm), Brbly=t-rk- C (modm). 


因此 7 与 (6 ) 中 的 一 个 数 同 余 modm. 证 明 完 成 . L] 
在 第 一 童 里 ， 我 们 证 明了 两 个 数 a 与 bp 的 最 大 公约 数 是 a 
与 b 的 一 个 线性 组 合 。 作 为 定理 5.14 的 一 个 推论 能 得 出 同样 
的 结果 . 
定理 5.15 ”如 果 (a、b) =d， 则 存在 整数 x 与 Yy， 使 得 


(8) ax+by=d, 
证 明 ”一 次 同 余 式 ax 三 d(modb) 有 一 个 解 , 于 是 有 一 个 
整数 7 使 得 d —ax—by, axtby=d, r] 
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注 ， 几何 意义 ， 满 足 (8 ) 式 的 数 对 (x、 了 ) 是 位 于 直线 上 的 格 点 ,这 些 格 点 的 
每 一 个 的 x 坐标 都 是 同 余 式 ax:=d(modb) 的 解 . 


”5.4 简化 剩余 系 与 Euler-Fermat 定 理 


定义 ”所 谓 模 m 的 一 个 简化 璋 余 系 是 指 p(m) 个 整数 的 
一 个 集合 ， 这 中 (m ) 个 数 对 模 虽 互 不 同 余 ， 其 中 每 一 个 数 都 
Sm r. 25. 

注 :g(m) 是 在 第 二 豪 里 介绍 过 的 Euiler 函 数 ， 

定理 5.16 如果 {a ，a,，…，a&4 4n)} 是 模 m 的 一 个 简 
(V3) X, JER(K, m)—1, Wj(ka,, ka,, +, ka, a] 
也 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 

证 明 ka; 中 任意 两 个 对 模 m 都 不 同 余 . 又 因为 (ai m) 
—-(k, m)—1, ， 我 们 有 (kai，m) 一 1 ， 所 以 每 一 个 ka: 都 
mh. L] 

定理 5.17 Euiler-Fermat 定 理 . (a, m)—1, WJ 有 

a (M1 (modm), 

证 明 设 {b;，b;,，…，bo a)} 是 模 m 的 一 个 简 RAR 
£, W{ab,, ab,, ++, ab, 4m)} 也 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 
X. 于 是 第 一 个 集合 中 所 有 整数 之 积 与 第 二 个 集合 中 所 有 整 
数 之 积 同 余 ， 因 此 省 

Dye Dy omy mat b, etm) (modm), 
由 于 每 一 个 b; 都 与 m 互 素 ， 所 以 我 们 能 够 消去 b; 而 得 到 定 
5. Ll 
定理 5.18 如果 一 个 素数 p 不 能 整除 a， 则 
aP-1=1 (modp). 
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证 明 因为 q(p)=p 一 1. 这 是 前 一 个 定型 的 推 论 . D) 

定理 5.19 Fermat 小 定理 . 对 任 一 整数 a 与 任 一 素数 p， 
我 们 有 

a"—a (modp). 

证 明 如 果 pfa， 这 就 是 定理 5.18， 如 果 p|la ， 则 a? 与 
a 二 者 都 同 余 于 0 modp . O 

Euler-Fermat 定 理 能 用 于 求 一 次 同 余 式 的 解 . 

定理 5.20 ”如 果 .(a，m) 一 1， 风 一 次 同 余 式 

(9) ax=b(modm) 

的 唯一 解 由 

(10) xzba*'??*!(modm) 
25 H. 

证 明 由 Euler-Fermat 定 理 ,(10) 给 出 的 数 x 满足 (9) . 
又 因 (a，m)=1. 这 个 解 对 模 m 是 唯一 的 . O 

Dii. 解 闻 余 式 5x=3(mod24), 

解 . 

因为 (5 ，24) 二 1， 所 以 有 唯一 解 . 利用 (10) 得 

x=3,5°!24)-1=3 5'(mod24), l 
KI (24) = 9( 3)9(8) 952.4. 对 于 模 24， 我 们 有 
527221, 5*=5°$=1, 575, 所 以 x 三 15(mod24). 

例 2， MHAR 25x 三 15(mod120). 

B. 

Fyd=(25, 120) — 5 且 d115， 所 以 此 同 余 式 对 模 120 
PASME, 为 了 找到 它们 ， 我 们 用 5 去 除 原 式 并 解 同 余 式 
5x 三 3(mod24)， 利 用 例 1 与 定理 5.14， 我 们 得 到 这 5 个 解 
为 
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x=15+24k k=0, 1, 2, 3, 4 或 者 
X=15, 39, 63, 8T, 111(modi120), 


5.5 模 p 的 多 项 式 同 余 式 .Lagrange 定 理 


代数 基本 定理 说 明 ， 每 一 个 次 数 1 之 1 的 多 项 式 f 的 方程 
f(x)- 0 在 复数 域 中 有 rn 个 解 ， 对 于 多 项 式 同 余 式 来 说 此 XE 
理 恰好 不 能 类 推 . 例 好， 我们 曾 看 到 ， 茶 些 一 次 同 余 式 没有 
解 ， 基 些 一 次 同 余 式 愉 有 一 个 解 ， 而 某 些 一 次 园 余 式 有 多 于 
一 个 解 . 因此 ， 黄 至 在 这 样 特殊 的 情形 里 ， 看 来 多 项 式 的 次 
数 与 同 余 式 的 解数 之 闻 没 有 简单 的 关系 式 ， 但 是 ， 一 个 率 落 
模 的 辐 余 式 却 有 下 面 的 Lagrange 定 理 . 

3EXES.21 (Lagrange), 2 iE— T XP, 

f(x)-—0c,-c,X4--c,x" 

是 一 个 n 次 整 系 数 多 项 式 ，cs 关 0(modp)， 则 多 项 式 同 RA 

(11) f(x)=0(modP) 
最 名 只 有 n 个 解 . 

注意 ， 这 个 结果 对 复合 数 模 是 不 成 立 的 .例如 ， 工 次 同 余 式 x2 三 1(mod8) 有 
《个 解 ， I 

TEBH ”我 们 对 f 的 次 数 1 作 归纳 法 . 当 n = 1 时 , 这 个 同 余 
式 是 一 次 的 ， 

cix 十 co=0 (modp) 

因为 c: 地 0(modp ) ， RIAC, P=1, 同 余 式 恰 有 一 

于 是 ， 假 设 这 个 定理 对 于 次 数 为 a 一 ! 的 多 项 式 是 成 立 
的 ， 并 设 同 余 式 (11) 对 模 p 有 n 十 1 个 不 同 余 的 解 ， 写 为 
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Ky, XI, Xa. 
这 里 ， 对 每 一 个 K-00，1， ore mo, 
我 们 将 会 得 到 一 个 矛 后， RDIS 


f(x) iG.) = De (xt =x) = («=x a(x), 


ip el EARE An 1 的 整 系数 多 项 式 ， 首 项 系数 直 
TERIA 
f(x, )-—f€s,)=(x, —x,)g(x:)0 (modp), 
这 因为 {(x:) 三 f(x6) 三 0( modp ) ， 但 十， 如 果 k 志 0， 则 
HX: — xa ¥0 ( modp ) ,所 以 对 每 一 个 k 二 0, 我 们 必 有 g(x:) 
=0(modp), 这样， 同 余 式 g(x) 三 0( modp ) 对 模 p 有 n 
个 互 不 同 余 的 解 ， 这 与 归纳 法 假设 矛盾 . 证 明 完 成 ， 口 


5.6 lagrange 定 理 的 应 用 


定理 5.22 ”如 果 f(x) 二 co 十 CjX 十 十 csX" 是 一 个 n 次 
整 系数 多 项 式 ， 并 且 如 果 同 余 式 
f(x)=0 (modp) 
有 多 于 n 个 解 ， 其 中 p 是 素数 ， 则 f 的 每 一 个 系数 都 被 p 整 除 . 
证 明 如 果 有 某 些 系 数 不 被 p 整 除 ， 令 cx 是 其 中 足 标 最 
大 的 一 个 ， 则 kk 过 na 并 且 同 余 式 
co 二 cix 十 … 十 ckxxs=0 (modp) 

有 多 于 p 个 解 . 所 以 ， 由 Lagrange 定 理 ，p|c:， 这 是 一 个 矛 
盾 . Li 
现在 我 们 应 用 定理 5.22 去 讨论 一 个 特殊 的 多 项 式 . 

定理 5.23 ”对 任 一 素数 p， 多 项 式 
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f(x)=(x-—1)(x-- pul) x 1 
的 所 有 系数 均 被 p 整除 . 
证 明 4 g(x) =(x-1)(x—-2)(x—p+1), gii, 
2，…，p 一 1 满足 同 余 式 
g(x)=0 (modp), 

根据 Euler 一 Fermat 定 理 ， 这 些 数 也 满足 同 余 式 h(x)=0 
(modp ) Hp 

h(x)-x*7-1, 

# (x) 5 g(x) 一 h(x) 为 p 一 2 次 而 同 余 式 f(x)=0 ( modp ) 
有 P 一 1 个 解 ， 因 此 ， 根 据 定理 5.22，f(x) 的 每 一 个 系数 胡 被 
p 整 除 . L] 

由 定理 5.23 单 的 多 项 式 {(x) 的 两 个 特殊 的 系数 ， 我 们 

得 到 下 面 两 个 定理 ， 

定理 5.24 Wilson 定理 . HEBER, RNA 
(p—1):=—1 (modp). 
证 明 ”定理 5.23 里 的 多 项 式 f(x) 的 常数 项 是 (p 一 1)1 

+1, N 

FESS, Wilson Weve Pi pee. B4UEnD4HO-—1!z-—10modp), 
inte Re. 参 玫 习题 5.7. ) 

定理 5.25 Wolstenholme 定 理 . xjff-— cx mp5, 我 
们 有 


DLV. =0 ( modp? ) , 


k=1 


证 明 ”定理 所 讨论 的 和 是 数 1，2，…，P 一 1 中 每 次 取 
一 2 个 数 的 所 有 可 能 的 乘积 之 和 ， 它 也 等 于 多 项 式 
g(x)=(x—1)(x—2)o (x-p+1) 
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中 一 x 的 系数 .实际 上 ，g(x) 能 写 为 形式 
g(x)=x' `' 

=s, X+(p—1):, 
其 中 系数 s PERC PEEL ASHER AT REEF, HH,2,-, p-t 
Ase RACKS IT A ABR ZA, als 2398, s4, 
ae, S -的 每 一 个 都 能 被 p 整 除 ， 我 们 想 证 明 s。- ERE D 


B2 Pp-3 » 2 
—S X US S.X — +S, X 


s 


HeCOD E RUE UURIBgC P) -p-D 1, WA 
(p—1) =p" —s,p*^* Fs, p? —S, D 
+(p-1):. 
WE (p 一 1 ) EW PSP 简化 这 个 等 式 ， 因 p 达 5， 我 们 看 出 
pS,p-,=0 (modp’) 
FAES,-.=0(modp?) ， 符 合 要 求 . ËJ 


57 一 次 同 余 式 组 ， 中 国 剩余 定理 


两 个 或 更 多 个 的 一 次 辕 余 式 做 成 的 同 余 式 组 不 一 定 有 
解 ， 基 至 即便 每 一 个 单个 前 同 余 式 都 有 解 . 例如 ， 没 有 一 个 
x， 它 能 同时 满足 x 三 1( mod2) 与 x=0(mod4 ) ， 即使 这 
些 独 立 欧 同 余 式 的 每 一 个 有 解 ， 在 这 个 例子 里 ， 模 2 与 模 4 
是 不 互 素 的 . 下 面 我 们 将 证 明 ， 单 独 的 每 个 同 余 式 有 解 的 同 
余 式 组 ， 如 果 它 们 的 模 是 两 两 互 索 的 ， 则 这 个 同 余 式 组 也 有 
公 解 ,我们 从 一 个 特殊 的 情形 着 手 . 

定理 5.26 ”中国 剩 余 定理 . 设 m,，m,，…，m .是 两 两 
BRHEBS, Mikk, (m; mi)-1. $br, e, 
b .是 任意 整数 ， 则 同 余 式 组 
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x=b, (modm, ) 
对 乘积 模 m,…m ,有 和 且 仅 有 一 个 解 . 
WU] SM=m,--m,jf4M, = AL WM m) t, 
k 


所 以 Mi 对 模 m; 有 瞧 一 的 倒数 MM:， 于 是 令 
x=b.M,M +b, M,M Fb, M.M}, 
在 这 个 和 里 对 槛 mt 讨论 每 一 项 ， 因 为 ， 如 果 isk, AM, =0 
(modm,) , RNA 
x=b,M,M:=b, (modm, ), 
于 是 x 满足 这 个 同 余 式 组 的 每 一 个 同 余 式 ， 又 容易 看 出 这 个 
组 对 模 M 只 有 了 唯一 解 ， 事实 上 ， 如 果 X 与 了 是 这 个 组 的 两 个 
E, RiNAx=y (modm,) 对 每 个 k 成 立 ， 而 ms 是 两 两 互 
素 的 ， 所 以 有 x 三 y( modM ) . 证明 完 成 . L] 
下 看 的 推广 容易 得 到 
定理 5.27 设 m,,…，m ,是 两 两 互 素 的 ， 令 b,,，…'， 
b, EARD, a, =, a, ME 
(ax, m.)=1, 对 K=1, 2, =, r. 
划一 次 同 余 式 组 
a,x=b, (modm, ) 


ee eee eee eee eee eee ee eres 


对 模 m:m:,…m .有 唯一 解 . 
TEA] 4a mar Mim, WAR, Na, m,)o t, W 
ak 是 存在 的 . TERRI x =b, (modm, ) 等 价 于 同 你 式 
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xzb,ai (modm,) ， 再 利用 定理 5.26 妓 得 结论 ， 
5.8 ”中国 剩 余 定理 的 应 用 


第 一 个 应 用 是 对 复合 数 模 的 多 项 式 同 余 式 ， 

定理 5.28 令 f 是 一 个 整 系数 多 项 式 , m,, m,,…'， 
m ,是 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 并 令 m=mim,…m,， ARK 

(12) f(x)=0 (modm) 
有 一 个 解 ， 当 且 仅 当 同 余 式 组 

(13) f(x)=0 (modm,) i-1,2, +, t 
的 每 一 个 有 一 -个 解 . 并 且 , 如 果 V(m) 与 YV(m; ) 分 别 表示 (12) 
与 (13) 的 解 的 个 数 ， 则 有 

(14) V(m)=V(m.)V(m,)---V(m.). 

证 明 ”如 果 f(a) 二 0 (modm), ， 则 f(a) 三 0 ( modm; ) 
对 每 个 i 成立 ， 于 蚌 (12) 的 每 个 解 也 是 (13) 的 解 . 

反之 ， 令 a; 是 (13) 的 一 个 解 ， 于 是 根据 中 国 剩余 定理 ， 
存在 一 个 整数 a， 使 得 

(15) a=a, (modm;) i=1, 2, =, T, 
所 以 f(a)={(a;)=0 (modm; ). 
因为 这 些 模 是 两 两 互 素 的 ,故我 们 也 有 f(a) 三 0 ( modm ) . 
因此 ， 如 果 (13) 的 每 一 个 同 余 式 有 解 ， 则 (12) 也 有 解 . 

根据 定理 5.26， 我 们 还 知道 ， 同 余 式 组 (13) 的 每 一 个 r 
一 元 的 解 (a:，…ar) 给 出 满足 (15) 的 唯一 整数 a modm, 4 
每 个 a; 通 过 (13) 的 V(m; ) 个 数 时 ， 满 足 (15) 也 就 满足 (13) 
的 整数 a 通 过 V(m,)…YV(m:) 个 数 . 3x EB T (14). LI 

ER MRM ARAN 


m= p." pet, 
我 们 可 以 在 定理 5.28 里 取 m; = pil, ROAA, WH ABH 
亲 余 式 的 解 的 问题 归结 为 对 素数 竹 的 模 . 不 久 , 我 们 将 证 
肖 ， 这 个 问题 能 进一步 归结 为 素数 异 的 同 余 式 加 上 一 个 同 余 
UH. 《参看 5.9 节 ，) 

中 国 剩 余 定 理 的 下 一 个 应 用 涉及 出 原点 可 见 的 格 点 集合 
( 53.81 ) 

定理 5.29 在 平面 上 由 原点 可 见 的 格 点 集合 包含 任意 大 
的 方形 间断 . 即 ， 给 定 任意 整 数 k>0， 则 存在 一 个 格 点 
(a, b)， 使 得 没有 任何 格 点 

(a+r, bts) 0<r<k, 0<s=<k 
是 虫 原点 可 见 的 . 

证 明 令 p;，pb，，…， 是 素数 序列 .已 知 k>0， 做 EX 
kr BER, 它 的 第 一 行 由 前 上 个 素数 组 成 ， 第 二 行 自 其 次 的 上 
个 案 数组 成 ， 等 等 ， 令 m; 是 第 行 的 素数 的 乘积 ，M ,总 第 : 
列 素数 的 乘积 ， 则 m ;是 两 两 互 环 的，M; 也 是 两 两 万 烷 的 ， 
下 面 考虑 同 余 式 组 

x=- 1  (modm,) 
xz:—2 (modm,) 
x=—k (modm,), 
些 同 余 式 组 对 模 mim:…mx 有 唯一 解 a， 类 似 地 ， 同 余 式 组 
y=-1 (modM,) 
y=-2 (moədM,) 


ae 


y=—k (modM, ) 
对 模 M eM, m, m, tb ff EE fa 
现在 我 们 讨论 有 相对 顶点 (a,，b) 与 (a 十 k,b 十 k) 的 正 
JE. 这 个 正方 形 内 部 任 一 格 点 有 形式 
(a+r, bts) 0<r<k, 0<s<k, 
且 + 一 k，s 一 上 的 点 位 于 这 个 方形 的 边界 上 。 现 在 我 们 旋 盟 ， 
这 些 格 点 都 不 是 由 原点 可 见 的 .事实 上 ， 
a=—r(modm,), b=—s (modM, , 
所 以 在 rz 行 s 列 相交 处 的 元 素 束 除 a 十 + 与 b 十 s， 于 是 a 十 7 与 b 
十 s 不 互 寄 ， 央 此 格 点 (a 十 +r，b 十 s) 不 是 由 原点 可 网 的 ， Di 


5.9 ” 模 是 素数 方 容 的 多 项 式 同 余 式 


定理 5.28 证 明了 ， 多 项 式 同 余 式 f(x) 二 0( modm ) 的 
求解 问题 能 归结 为 解 问 余 式 组 
f(x)=0 (modpi!) i=1, 2, =, r, 
这 里 m= pite pet, 本 节 我 们 证 明 ， 此 问题 能 更 进一步 地 
归结 为 素数 模 的 同 余 式 加 上 一 "组 一 次 同 余 式 . 
令 f 是 -个 整 系数 多 项 式 ， FROME Kp Wie aS 
2， 同 余 式 
(16) f(x)=0  (modp*) 
有 一 个 解 ， 比 如 x=a。 这 里 选择 a， 使 它 位 于 区 间 
Oxac«p^. 
这 个 解 也 满足 同 余 式 攻 x)=0(modp' ) Be, SX, a 
满足 同 余 式 
(17) f(x)=0 (modp*^!), 


D 
—- 


用 p ša, # 
(18) a=qp*'+r 0=r<pa"', 

HC 18) HE E A Ber BK AE HY aA RAY). A ye =a( modp* ^), 
wits 也 是 (17) 的 解 . 换言之 ， 同 余 式 (16) 在 区 间 0 志 a 之 p” 
里 的 任 一 解 a 生 成 同 余 式 (17) 存 区 间 0 志 +r 之 p" t 里 的 一 个 解 
r 

RERI EB EOT TEKNO Sr <p: peA fiery 
间 (16) 在 区 间 0 反 a<p mE Aiar WA, R 
wee p^ 提高 到 p*， 直面 的 定理 指 由， 上 提高 的 
BYE PE ROT Bip" EAO) ip Eng Geert! (r). 

定理 5.30 假设 :2 并 令 r 是 同 余 式 

(19) f(x)=0 VEL 
EKOS <p :内 的 一 个 

(a) if (2) 0 (modp) , 则 r 能 以 唯一 的 方式 由 p”-! 
提高 到 p”， 邮 在 区 间 0 记 a 之 p* 内 有 唯一 的 a 生成 r， 并 满足 问 
AN 

(30) f(x)=0  (modp*), 

(b) #iCr)=0 (modp) , ， 则 有 两 种 可 能 

(b,) WRfCr)=0 ( modp" ) ， 则 :能 以 p 种 不 同 的 方式 
Hp dans Bp? 

(b,) WRC) 0 Cmodp* ) ， 则 "不 能 出 p" :提高 到 
p*, 

证 明 ”如 果 a 是 { 的 次 数 ， 我 们 有 等 式 ( 泰勒 公式 ) ， 

(21) f(x T h)= f(x) t fxh -二 


TEE 
AEO Ta 


ni 
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(dy r 
对 每 个 x 与 3 都 成 立 ， 我 们 注意 每 个 多 项 式 ^ CO que 


2M. (读者 自己 验证 ) 在 (21) 里 到 x=r， 这 里 r 是 (19) 在 
区 间 0 失 ?<p" 7! 内 的 一 个 解 。 又 令 h 二 qp”*， 这 果 q 是 一 个 
HEEREN., AA, ECDL TVAR 
的 项 都 是 p“ 的 整数 倍 ， 因 此 ，(21) 给 出 问 余 式 
f(rqp^!)ef(r)-f'ir)qp*" (modp* ). 
因为 r 满 足 (19)， 所 以 我 们 可 写 {(r)= kp 对 某 个 整数 上 . 
TTY Te ARR D 
f(r+qp""*)={qf'(r)+k}p*"*  ( modp* ) ， 

现在 令 

(22) a=r-+qp° 1, 
则 (a) 满 足 同 余 式 (22) 当 且 仅 当 q 满 足 一 次 同 余 式 

(23) qf’ (r)+k=0 (modp). 
mR E Cr) 20 (modp), ， 则 这 个 同 余 式 对 模 p 有 唯一 解 q， 
并 且 如 果 我 们 选取 q 在 区 间 0 声 4 过 内， 则 由 (22) 给 出 的 数 a 
将 满足 (20) 且 位 于 区 间 0 万 a<p*. 

WRT’ (r)=0 ( modp ) ， 则 (283) 有 解 q 当 且 仅 当 plk， 
即 当 且 仪 当 f(r) 二 0 ( modp" ) ， 如 果 ptk， 就 选 不 出 q 去 做 
成 a 以 满足 (20)， 但 若 p|k， 则 Pp 个 值 4 =0，1，,，…，p 一 1 给 
出 (20) 的 p 个 解 a9， 这 些 a 位 于 区 间 0 志 a 过 p" 并 生成 r， 证明 
SEIN. [1 

DE u FE UE Uu EAR RR (20006 — ZA. un 
RCS MAL AIT, BE IHE XA mr HE nr aj á 2 63 03 
lH Re dn] ARR 


(24) f(x)=0 (Cmodp), 
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如 果 (24) 没 有 解 ， 则 (30) 也 没有 解 ， 如 果 (24) 有 人 解 ， 我 
们 选取 一 个 r， 位 于 0<r<p， 与 r 相 对 应 ， 问 余 式 
(25) f(x)=0 (modp: ; 
的 0，1 或 p 个 解 。 EA e)k ae 如 果 pk 且 
?| 天 (Cr)， 则 * 不 能 提高 为 (25) 的 解 . 这 时 ， 我 们 重新 开始 讨 
论 另 一 个 解 r， 如 时 没有 ?能 提高 为 (25) 的 解 ， 则 (25) 没 有 
解 
UEL TA rpk, WRITS ARERR 
qaf (r)+k=0 (Cmodp), 
ii p^ Cr )akp | COMA EAER Pa Ea. X 
每 个 解 4， 数 a 二 r+ 十 qp 给 出 (25) 的 一 个 解 。 对 于 (25) 的 每 一 
全 解 都 能 用 类 似 的 步骤 去 得 到 
f(x)=0 (modp’ ) 
的 所 有 的 解 ， 等 等 ， 直 至 得 到 (20) 的 所 有 的 解 为 止 . 已 


5.10 交叉 分 类 原理 


数论 中 的 基 些 问题 能 利用 关于 集合 的 普通 的 结合 定理 来 
处 理 ,这 个 定理 称 为 交叉 分 类 原理 .( 即 逐步 淘汰 原理 一 泽 
H. ) 它 是 一 个 计算 有 限 集 5 中 不 属于 某 些 指定 的 子 集 S,， 
,的 元 来 的 个 数 的 公式 . 


i: 如 朱 T 忆 3 的 子 集 ， 人 的 元 表 的 个 数 记 为 NCT)， 我 们 用 5 一 T 衣 示 S 中 的 
不 在 T 里 的 元 素 的 集合 ， t 


S— Ú 5; 


下 S 中 的 不 属于 子 集 合 3,，…，S。 中 任何 一 个 的 那些 元 素 组 . 
164 


R. Arm, RETES: Sy, SAS ASe es 
别 记 为 5;5;， S,S;S,, Ut 

定理 5.31 交叉 分 类 原理 . WRS, = SEARES 
的 给 定 的 子 集合 ， 则 


N(S- USi)=N(S)- SNS) 
+ M NS, 


1«iXjen 


m M N(S;S,5,) Fe 


fudjxken 


+(—1)' NC5,8,--5,), 

证 明 如 果 TSS， 令 N,(T) 表 示 T 中 不 属于 前 个 子 集 
合 3S;，…，9,. 中 任何 一 个 的 元 素 的 个 数 ，N。(T) 即 NT)， 
HEN, ,(T) 计 算 的 元 素 分 为 两 个 不 相交 的 集 合 ， 一 些 在 5， 
中， 另 一 些 不 在 93: 中 ， 因 此 有 

N,.,(T)=N,(T)+N,_,(TS,), 
于 是 有 

(26) N,(T)=N,.,(T)—N,_,(TS,). 
现在 取 了 = 一 3， 并 利用 (26)， 力 SN，: 老 示 右 边 的 每 一 项 ， 我 
们 得 

N,(S)=(N, ,(S)- N... (SS) 
-(N,.,(S,)—- N, ..(S,S,..)) 
=N, .(S)- N, ,(S, .)- N, ,(S,) 
LN, (S.S...) 
多 次 利用 (22)， 我 们 得 


N,(S)=N (S) YN (S+ >, N.(S,S;) 
— (0-1 NGS; eS), 
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当 r 一 ?时 ， 这 就 给 出 了 所 求 的 公式 . LI 

例 ”Euler 函数 的 乘积 公式 能 由 交叉 分 类 原理 得 到 ， 令 
P,，…，p ,为 n 的 不 同 素 约 数 ， 令 S={1，2，…any， 并 令 
S. 是 S 中 被 p, 整 除 的 那些 数组 成 的 S 的 子 集 ，S 中 与 n 互 素 的 
那些 数 不 在 集合 S,，…，S ,的 任何 一 个 中 ， 所 以 


@(n)=N (S— Ú S). 


如 果 d/n WSEAS HA 有 -本 个 数 是 4 的 倍数 ， 于 是 


N(S,)=- O N(S,S)= -二 , 
( i ) Pi ( ! ) P P; 
N(S,--$,) — —, 

(S. ) pip. 


所 以 由 交叉 分 类 原理 给 出 


r n n 
n)=n— > + 2 - 7 
qt ) > p pM Dip; 
+(—1)'— 
rp. 


交叉 分 类 原理 的 下 一 应 用 是 计算 模 d 的 一 个 给 定 的 FR 
类 r 中 是 模 kK 的 一 个 简化 镜 余 系 中 ES TX. 这 里 d|k， 
(r, d)=1. 

定理 5.32 ”给 定 整数 r，d 与 k, dik, d>0,k>18(r, 
d)-=1， 则 集合 


S {rrtd:t=1, 2，… ， 


ax 
ci. 
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中 与 k 互 素 的 元 素 的 个 数 是 -9 


证 明 ”如 果 素 数 p 整 除 k 与 ?十 td， 则 p 十 4d， 否 则 p17 与 
假设 (r，d)= 1 矛盾. 因此， 整除 K 与 5 中 元 素 的 素数 是 不 能 
整除 d 的 ， 记 这 些 素数 为 p:，…，p。ms， 并 令 

k' =p; Pm, 
则 S 中 与 k 瑟 素 的 那些 数 是 不 能 被 任何 一 个 这 样 的 素数 整除 
的 ， 令 

S,={x:x€SHp;|x} i=1, 2, **, m, 如果 
x€S,Ax=r+td, WWrt+td=0(mod p,), Ap; Md, BF 
以 存在 一 个 对 模 p ;唯一 的 t 具 有 此 性 质 . Ae TE DC BJ Ci, 
pd, Ep; 十 1， 2pid, CT, [(q— 1)pi +1, qp; JJ & — 4" 
中 确 有 一 个 t， 这 里 qp, =E, 
put 

k 

NSD = $ 
类 似 地 有 
k 
i es N(S,-.S,)= 
D; P; pi" "Da 
， 根 据 交 叉 分 类 原理 ，S 中 与 k 互 素 的 整数 的 个 数 是 

- | kx. Hd) _ 

N(S— U S, 一 上 

C, o d 31 Š rH (: 5) 


N(S;S,)— 


x? 


ry eddy: H 
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5.11 简化 剩余 系 的 分 解 性 


应 用 前 述 定理 来 讨论 简化 测 企 系 的 一 个 性 质 ， 此 性 质 在 
下 一 章 将 会 用 到 . (mv SIE AT. 
令 5 是 模 15 的 一 个 简化 剩余 系 ， 如 
S=(1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}, 
我 们 把 5$ 中 的 8 个 数 排 为 4 x 2BDBESWT. 


1 2 
4 8 

ii 
413. 14. 


注意 ， 它 的 每 一 行 都 是 模 3 的 一 个 简化 剩余 系 ， 而 每 一 列 杂 的 束 对 模 3 部 
相 厄 同 余 ， 这 个 例子 说 明了 在 下 面 定 理 中 叙述 的 简化 剩余 系 的 一 个 性 壬 . 

定理 5.33” 令 S$ 是 模 k 的 一 个 简化 剩余 系 ， 并 令 i 二 0 是 k 
的 一 个 约 数 ， 则 我 们 有 下 面 的 S 的 分 解 性 ， 


(a) SE SUO 个 不 相交 的 集合 的 并 ， 而 这 些 集合 的 每 


一 个 都 是 模 d 的 简化 剩余 系 . 
4b》S 是 (4) 个 不 相交 的 集合 的 并 ， 这 些 集合 的 每 一 个 
i UD 个 对 模 相互 同 余 的 数组 成 . 
注 ， 契 前 述 例 子 里 ， 上 三 15 而 d= 二 3， 短 阵 的 行 表示 (a) 的 不 加 的 集合 ， 列 痰 
示 (b) 约 不 同 集合 .如 果 我 们 对 约 数 d 二 5 应 用 此 定理 ， 我 们 得 到 由 乱 隆 
h 2 4 ,| 
11 7 14 13 
给 出 的 分 解 ， 每 一 行 是 模 5 OR, TPIS AR Sk 
组 成 . 
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证 明 首先 我 们 证 明 性 质 (a) 与 (b) 是 等 价 的 。 如 果 (b》 
成 立 ， 我 们 能 把 S 中 的 p(k) 个 元 素 排 成 一 个 知 阵 ， 用 (b) 蛙 
的 9(d) 个 不 相交 的 集合 作 年 阵 的 列 ,这 个 矩阵 OO n 
每 一 行 就 是 模 d 的 一 个 简化 剩余 系 并 且 它 们 就 是 (a) 部 分 要 求 
Branden fed. KUE, ABEER). 

现在 我 们 证 明 (b) ， 令 S。 是 模 d 的 一 个 简化 剩余 系 ， 并 设 
re S:， 我 们 证 明 ， 在 S 中 至 少 有 -时 全) -个 对 模 不 同 余 的 
整数 na， 使 得 a=r(mod d). E X ESE riod A, 而 
在 $ 里 ,有 (ID 个 整数 ,这 样 前 数 n 不 能 超过 -8 05 个 . x 
WT (b). . 

所 需 的 数 a 能 由 模 k 的 剩余 类 中 移出 ， 用 下 而 的 -< RE 
BER, 

r, rtd, r+2d, =, c Ld, 

这 此 数 对 模 d 是 相互 同 余 的 ， 而 它们 对 模 k 是 不 同 余 的 。 因 为 
(由 一 1 由 定理 5.32 说 明 它 们 中 有 -于 5 人 -个 与 TI, 
nau L1 


第 五 章 习 题 


1. 令 5 站 0 个 整数 ( 不 一 定 不 同 ) 的 一 全 集合， 证 明 5 的 某 
个 正 空 子 集 的 元 素 之 和 能 被 n 整 除 . 

2. 证明 5n°4+7n* =0( modl2) 对 所 有 的 整数 n， 

3. (a) 找 出 所 有 的 正 整数 na， 合 na =n ( mod1365 ) . 
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(50d iB DAWEH Ben [i n* =n ( mod4080 ) . 
4. (a) 证 明 ， 当 n= 4 与 n=p B, e(n)=2( moda). 这 
e c fot p-3(mod4), 
(b Hn, Mise (a) = 2Cmod4), 
5. RH " RGR, Wo} TOTES} 证 明 4 个 最 短 的 部 
分 本 有 商 个 左 端 点 对 应 于 工 与 19 英 时 ， 问 另外 两 个 的 右 
端点 是 什么 ? 
6. 找 出 所 有 的 xXx， Kai a 
x=1( mod3 ), x= 2 (mod4), x=3( mod5 ) ， 
7. WEB Wilson 4 M n5 xt zz XH, d Rai) +150 
(modn), n1, Mn ERX. 
8. jk! PATE Ben, (On 蕊 1 十 1 是 4 的 方案. 
3. 如 果 p 十 一 个 奇 素数 ， 令 9 一 (P 1) ， 证 明 
(q1)?+(-1)°=0 (modp ). 
这 该 给 出 q! 显 然 是 XxX: 十 1 三 0( modp) fif, ^ pe 1 
(mod4) 时 ， 如果 Pp 三 3 (mod4), IWqar=+1 (modp) . 
还 没有 简单 的 一 般 规 别 去 确定 这 个 正 负 符号 
10. 如 果 p 是 奇数 ，?>>1， 证 明 
122252 (p-2)2=(— 1) > (modp), 
且 


Cp i) 
2*4*87^--(p—1)'z(—1) : (modp), 
11. 令 p 是 素数 ，p 兰 5， 并 写 
pipl gpeg he ro 
2 3 p 
TEN) p'l(r—5), 
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12. 


15. 


16, 


18. 


WR 23. WEH 
() bo] (modp), 


xd, wa e |], Wg, 


" () 


， 令 a，b，a 都 是 正 整数 ， 使 得 n 整 除 a" b^, EHn 也 整 


. Qa, bx EIE TE SCBOT UE 


2—cax, tb pei, 2, + 
— 所 有 的 x; 部 不 是 素数 ， 
An, r, KERR, fid sun? =n(modi0*) fin’ =" 
(modio) 对 所 有 的 r. 找 出 所 有 的 r, 使 得 n' 二 n 
(modi0*) HEH n* en(modt0*), 
^n, a, dikf wae (a, d)--1, 证明， 存在 一 个 
Bim, (difikm-a(modd) IL (m, n)= 


, 


. AT AHR Ha, DEDI 


f(m+n)=f(n) (modm) 
AMAM, nli. Se(n) BRA a 48 E 
£ f), £02), fn 中 被 n 整 除 的 个 数 ， 并 令 h 是 这 
Her En Tr X43, uEB], 
h(n)= n My(d) - e 
MAE Sk- Sua 最 小 的 正 整 数 合 kn 十 1 与 
tn 二 省 都 是 平方 数 ， 证 明 ，a 是 素数 当 且 仪 当 k 与 t 
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19, 


20. 


n 
KFF- 
证 明 ，n 一 1 个 连续 整数 的 集合 

ni+2, ni F3, =, mi+n 
H reg BT BE PE BOER, EN PR 32 8 ge e 
BRIX PHA PE TT PB, 
WH, HEREA An Sk, ANP ERB #, 
使 得 这 个 集合 中 的 每 一 个 数 能 被 k 个 不同 的 素数 整 除 ， 
而 这 k 个 不 间 的 素数 没有 一 个 能 整除 集合 中 的 其 它 的 任 
[E 
今 n 是 一 个 正 整 数 ， 它 不 是 一 个 平方 数 ， 证 明 ， 对 任 一 


与 n 互 素 的 整数 a， 存 在 整数 < 与 了 满足 


ax=y(mod n), O0<x<./ n , Oo<|y|< n. 


. PPLE, psi(moda), Xx4a- PF), ana 


(a) 证 明 ， 存 在 正 整 煞 x 与 7 满足 90<x<V plio<y< 
Jp, 使 得 
a?x?—y?=0 (modp), 

(b) 对 于 在 (4) 里 的 x 与 7 E p= x? by?) RIES] fj— 
深 数 op 二 1(mod4) 是 两 个 平方 数 之 程 ， 

(c) TES 48 p =3 (moda) RREZE 4 OP XCZ B. 


六 章 “ 有 限 Abel 群 及 其 特征 


在 第 二 童 里 我 们 提 到 过 群 但 没有 利用 它们 的 性 质 ， 现 
在 ,我们 想 更 详细 地 描述 秤 论 的 一 些 基 本 概况 . 在 第 七 将 
里 ， 在 关于 算术 级 数 里 的 业 数 的 Dirichlet 定 理 的 论述 中 ， 
"6 JE RR Dirichlet HEM Bie A 数 的 知识 ， 虽然 
Dirichlet 特 征 药 研 究 可 以 在 没有 任何 群 论 知 识 的 情 SU P XE 
行 ,但 是 ,介绍 一 些 最 少量 的 群 的 知识 能 合 Dirichlet 特 征 的 
论述 处 于 一 种 更 白 然 的 状态 并 能 简化 许多 论述 . 

定义 ” 群 的 条 件 ， 一 个 群 G 是 元 素 具 有 二 元 运算 的 一 个 
非 空 集合 ， 这 种 运算 我 们 用 XO. EAP URE, 

(a) 封闭 性 . 对 于 G 中 任意 的 2 与 bp，a'b 也 在 G 中 . 

(b) 结合 性 . 对 于 G 中 任意 的 4a，b，c， 我 们 有 (a:b):e 
=a: (b-c), 

(c) 恒 等 元 存在 .G 中 有 了 瞧 一 的 一 个 元 e, 被 称 为 便 等 元 ， 
它 伍 a.e=e:a=a， 对 G 中 每 一 个 元 a 都 成 立 ， 

(d) 道 元 存在 . 对 G 中 每 一 个 元 a， 在 G 中 存在 唯一 的 一 
个 元 b， 便 得 a:b=b:a=e， 这 个 b 用 a- :表示 并 称 为 是 a 的 at 
AX. 

注 ， 通 常 我 们 略 去 这 个 乘 号 并 把 a .b 写 为 ab. 


定义 Abel 群 .一 个 群 G 称 为 是 Abel 群 ， 如 果 它 的 每 
一 对 元 都 是 可 换 的 ， 即 ab 一 ba 对 G 中 所 A Ma Albee 成 立 . 

定义 FRU. 一 个 群 如 果 是 有 限 集合 ， 就 称 为 是 有 限 
群 . 这 时 ，G 的 元 素 的 个 数 称 为 是 G 的 阶 ， 记 为 1G |. 

EX 子 群 。 群 G 的 一 个 非 空子 集合 G ,如 果 在 与 6 相 
同 的 运算 下 它 自 身 也 是 一 个 群 ， 则 这 个 群 G" 称 为 是 G 的 一 个 
TR. 


6.2 群 和 子 群 的 例子 


DI. 平凡 子 群 每 一 个 群 至 少 有 两 个 子 群 ，G 自 身 和 
昌 单 独 一 个 恒 等 元 组 成 的 集合 {e] . 

Bj2. 加 法 运算 下 的 所 有 整数 . 具有 运算 十 的 所 有 整数 
芍 集 合 是 一 个 Apel 群 ，O 是 恒 等 元 ，n 的 逆 元 是 --a. 

Bia. FINEN FIBI Sy LN TER ANTA 
f 此 人 通常 的 复数 乘法 运算 时 是 一 个 Abel 群 ， 1 是 它 的 恒 等 
L. HAE. 绝对 值 为 1 的 所 有 复数 的 集 合 "m 
AH 

BIA, 次 单位 根 ， 例 2 和 例 3 里 的 群 部 是 无 限 群 ， 有 
限 群 的 一 个 例子 是 集合 {，s，e?，…e”!}， 这 里 e=e t, 
运算 . 是 通常 的 复数 乘法 运算 ， 阶 数 为 an 的 这 个 群 称 为 是 na 次 
单位 根 群 ， 它 是 例 3 里 的 两 个 群 的 子 群 。 


6.3. ZR AER ER 


下 面 的 a 个 基本 定理 对 任意 的 群 G 都 成 立 ， 除 非特 别 说 . 
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了 明 ， 不 要 求 G 是 Abel 群 ， 也 不 要 求 是 有 限 的 . 

定理 6.1 消去 律 。 如 果 6 中 的 元 4a，b，c 满 足 

aa 一 bc 或 者 ca 一 Gb， 则 a--b. 

证 明 在 第 一 种 异形 里 用 c-… ' 右 乘 等 式 两 边 并 利用 结合 
律 ， 在 第 二 种 情形 里 左 乘 以 c  , 

定理 6.2 ATHER. 在 任 一 群 G 蝎 我 们 有 

(a) a^'-e, 

(b) 对 6 中 每 一 个 元 a, (a) '-a. 

(c) 对 G 中 所 有 的 元 a 和 b，(ab) '=b'a', (ŻEM 
Bii FF ) 

(d) Gch pray Ah ca Ab, Fax = bd 0E—fHEx—a b, 
方程 ya 一 b 有 唯一 解 y 一 ba : . 

证 明 

(a) 因为 ee=ee:， 消 去 e 便 得 到 ee :. 

(b) 因为 aa :一 e, 并 且 道 元 是 唯一 前 ， 所 以 a 是 a ' (Ut 


L] 


(c) 根据 结合 律 ， 我 们 有 
(ab)(b -ia ')=a(bb'')a '=aea := aa '=e, 
所 以 pb:a :是 ab 的 逆 元 . 
(d) 再 一 次 用 结合 律 ， 我 们 有 
a(a !b)-(aa^!)b-—b, (ba '!)a=b(a la) =b, 
由 消去 律 ， 解 是 唯一 的 . [] 
EX RKTT. 如 果 aEG， 对 任意 的 整数 n， 我 们 
用 下 面 的 关系 式 来 定义 a" : 
a^—e, a"=aa t, a 3 一 (ah ， n>0 


下 面 的 指数 的 法 叫 能 够 用 归纳 法 证 明 ， 我 们 略 去 这 上 芷 证 喇 . 
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定理 6.3 ”如 果 a c G, WMJa 63 T 75 5685 =H 可 交 

换 ， 并 且 对 所 有 的 整数 m 和 mn， 我 们 有 

ama" =a" "—a"a^, (a^)"—a"* —(a^)", 
还 有 ， 如 果 a 和 b 可 交换 ， 我 们 有 

a"b"=(ab)". 

6.4 ” 子 群 的 标准 . 如果 6' 是 群 G 的 一 全 非 空 子 集 ， 
则 6’ 是 6 的 子 群 当 且 仅 当 6' 满足 群 的 条 件 (a) 和 (9d)， 

(a) 封闭 性 ,如果 a，bEG'， 则 ab<G'. 

(d) 道 元 的 存在 性 ;如果 acG'， 则 a ^ CG', 

证 明 ”每 一 个 子 群 必然 满足 (a) 与 (d). Z, WRG 
满足 Ca) 与 (d)， 容 易 证 明 G' 也 满足 条 件 (b) 和 (c). 因为 G 中 
所 有 有 的 元 都 满足 结合 性 条 件 (b), 所 以 G' 中 结合 性 条 件 (Pb) 成 
立 ， 为 了 证 明 在 G' 中 (c) 成 立 ， 我 们 注意 ，G' 至 少 有 一 个 元 
素 a( 因 为 G' 非 空 )， 根 据 (d)， 它 的 道 元 a EG’, p 
Hila), aat CG', MeeG’, 


6.4 子 群 的 结构 


在 给 定 的 群 G 中 总 可 以 任意 取出 一 个 元 素 a 来 ， 由 a 的 所 
fJ3Ea'"(n-0, +1, £2, e) 组 成 一 个 集合 ， 这 个 集合 
显然 满足 条 件 (a) 和 (d)， 所 以 是 G 的 一 个 子 群 ， 它 被 称 为 古 
由 a 生成 的 循环 子 群 并 记 为 (a)， 

注意 (a) 是 一 个 Abel 群 ， 其 至 G 不 是 Abei 群 也 如 Jb. 如 
PARNER, Ha =e， 这 里 na 是 具有 这 种 性 质 的 最 小 
的 数 ， 那 么 子 群 (a) 是 一 个 t 阶 有 限 群 ， 


a)={a, a?, a" ^^, a^ e), 
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这 里 的 整数 n 也 称 为 是 元 素 a 的 阶 . 阶 为 n 的 一 个 循环 子 群 的 
例子 是 在 6.2 节 里 提 到 的 n 次 单位 根 群 . 
下 面 药 定 理 指出 ， 有 限 群 的 任何 元 素 的 阶 是 有 限 的 ， 
定理 6.5 如果 G 是 有 限 的 ， 并 且 aEG， 则 有 一 个 正 H 
Sinc|G], fia" =e, 
证 明 令 g=1G1， 元 素 则 G 的 下 年 的 g 十 中 至 少 有 网 
个 元 素 相 等 ， 
e, a, a’, +, a*. 
(iza'=a', Hrho<s<r<g, MARIA 
e-a'(a*) !—a'^' 
取 n 二 +r 一 s， 定 理 得 到 证 明 . O 
如 6.2 节 所 注 ， 每 一 个 群 G 有 两 个 平凡 子 群 ，{e} 和 G 自 
身 ， 当 G 是 一 个 有 限 Abel 群 时 ， 在 {ej} 和 G 之 间 有 一 个 构造 
一 组 递增 子 群 的 简单 的 方法 . 将 在 定理 6.8 里 描述 的 这 个 方 
法 以 下 面 的 分 析 为 基础 ， 
WREG “是 有 限 群 G 的 一 个 子 群 ， 那 么 对 G 的 任 一 元 素 a， 
有 一 个 整数 7， 使 a* CG’, 如 果 a 已 经 在 G' 中， 我 们 就 简单 
地 取 n 二 1， 如 果 2a &G ， 我 们 可 以 取 a 为 a 的 阶 因为 有 
aedG' ， 无 论 怎样 ， 根 拓 良 序 原 了 下， 一 定 有 一 个 最 小 
Be 正 整 数 na， 使 得 a"EG' ， 我 们 称 这 个 竖 数 na 为 a 在 G 中 的 指 
数 . 
定理 8.6 OG 是 有 限 Abel 群 C 的 一 个 子 群 ， 且 G' «6, 
在 G6 中 挑选 一 个 元 素 a，a FG' ， 并 设 h 是 a 在 G' 中 的 指数 . 则 
乘积 的 集合 
G"-(xa*. xEG’ 有 A 有 k=0, 1, 2, =, h—1) 
是 6 的 一 个 包含 6' 的 子 群 ,而且 ，G”“ 的 阶 是 6' 的 h 倍 ， 
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iG") =h G'| , 

证 明 为 了 证 明 G” 是 一 个 子 群 ， 我 们 利用 子 群 的 标准 . 
首先 我 们 检验 封闭 性 .在 G" 中 任 取 两 个 元 素 xa" 和 yai， 这 
Hx, yCG', 0<k<h, 0<j<h, BG Abel, Pre 
AMARI RR 

(1) ayati, 

由 于 有 k 十 j=qh+r，0<r<h， 于 是 

afti matti uat zat, 
其 中 a 一 a 一 (a*) EG/ ， RR Xa EG, PC 1) 里 
的 元 素 为 (xzyz)a 一 war， 这 里 G', osr<h, 这 证 明 
了 G?7 满 足 封闭 性 条 件 ， 

其 次 我 们 证 明 刀 "中 每 一 个 元 的 道 元 也 在 G7 中 . EGR 
任 下 一 元 xa*， f Rk-o, 则 这 个 元 的 逆 元 就 是 x-!， 它 是 
EGP, 如果 0 过 k 过 hh， 则 这 个 元 的 逆 元 是 

ya"“ 这 里 7 二 x”! (ary? 
它 仍然 在 G” 中 ， 这 证 明了 G?* 确 实 是 G 的 一 个 子 群 。 C'S 
G 是 显然 的 . 

下 面 我 们 确定 G* 的 阶 ， 令 二 =1G' |, xY LG” mi 
元 来 并 且 k 通 过 h 个 整数 0，1，2，…h 一 1 时 , 我 们 得 到 mh 个 
SeBixat. 如 果 我 们 能 够 证 明 所 有 这 些 元 素 是 互 不 相同 的 ， 
那么 G7 的 阶 和 就 是 mh: BRP ARR xa* yal, FFE 

xa'=yai, 0<j<k<h. 
Wak 一 X 7，0<k 一 ;<h， 因 为 xyEG'， 所 以 G' 中 一 
有 a* i， 所 以 k= 二 ij，x 二 YY。 定 证 明 完成 . O 


6. 5 有 IE A ael ££ dy 特征 


定义 ” 令 G 是 任意 一 个 糙 ， 定义 在 G 上 的 一 个 复 值 范 数 

{ 如 果 它 芭 积 性 的 ， 即 对 任意 a，bEG， 有 
f(ab) — f(a) f(b), 

并 且 对 G 中 某 个 c:， dqf(e)x0, 那么 { 就 称 为 是 G 的 一 个 特 

4E . 

理 定 6.7 如 果 f 是 一 个 具有 恒 等 元 e 的 有 限 群 6 的 一 个 特 
征 ， 则 f(e)==1 并 且 每 一 个 函数 值 f(a) 是 一 个 单位 根 ， 特 别 ， 
$na"—e, Wijf(a)' —1. 

WEB] 在 G 中 选取 c， 使 {c) 关 0， 因 为 ce 一 c， 我 们 有 

f(c)f(e) =f(c), 
所 以 ffe)=1， 如 果 a" =e, Wila)’ = f(a) fe) O 
例子 .每 一 个 群 G 至 少 有 一 个 特征 ， KEC Li Se 
于 1 的 函数 ,这 个 特征 称 为 主 特征 ,下 一 个 定理 告诉 我 们 . 
如 果 G 是 Abel 群 并 且 有 有 有 限 阶 >1， 那 么 G 还 有 其 他 的 特 
ÎE . 

定理 6.8 阶 为 n 的 有 限 人 Abel 狼 有 且 仅 有 n 个 不 同 的 特 
征 . 

WEB) ”在 定理 6,6 里 我 们 学 过 如 何 由 一 个 已 给 的 子 糙 
G'S GERE- AREER PG", HHG ADA 
个 元 素 不 在 G“ m, RATA S KG’, a> KIN (lev PE6 .6 
中 构造 的 子 群 G*， 即 

<G', a> -—íxa*:xcG'JEHOoxk«h), 

这 里 h 是 a 在 G 中 的 指数 . 
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我 们 把 子 群 {e} 记 作 G;， 现 在 我 们 从 G, 开始 ， 多 次 这 样 
构造 ， 如 果 G,sG ,我 们 令 ai 是 G 中 与 e 不 同 的 一 个 元 汞 并 规 
EG, =<G;; a>, MEG, FG, 4a, 8GpPRBRFGCLY 
一 个 元 素 并 鸯 定 G,= —G.. a, >, 继续 这 样 作 下 去 ， 可 得 
ERa an a ,的 一 个 有 限 集合 和 -- 个 相应 的 子 群 G，， 
G,, G ,的 集合 ， 使 得 
Gre, =<G,; a, 
并 且 G,CG,C--CG,,4,=G, 
因为 已 给 的 群 G 是 有 限 的 并 且 每 一 个 G,,, 包 含有 比 它 的 首 一 
个 G, 更 多 的 元 素 ， 这 个 过 程 在 有 限 步 之 后 必然 停止 。 我 们 芋 
虑 这 样 的 一 个 子 群 序 列 并 用 归纳 法 证 明 这 个 定理 ， 如 果 它 对 
$C ,是 正确 的 ， 证 明 它 对 于 G,,, 也 是 正确 的 . 
显然 ，G ,有 且 仅 有 -个 特征 ， 就 是 恒 等 于 1 的 函数 . DN 
此 ， 假设 G ,的 阶 为 m 并 且 G ,有 且 仅 有 m 个 不 同 的 特征 ， $ 
BG. =<G., a >In EG hii 指数 ， Whe 
ae G AYRE) TERR. 我 们 证 明 有 且 仅 有 kh 个 不 同 的 方法 把 
G ,的 每 一 个 特征 扩大 为 G,,; 的 一 个 特征 ， 并 且 G,;, 的 每 一 
个 特征 一 定 是 G ,的 某 个 特征 的 扩大 ， 这 就 是 证 明 G,, ,有 且 
仅 有 mp 个 特征 ， 并 由 于 mp 是 G,， ,的 阶 ， 这 也 就 是 对 r 用 归 
纳 法 证 明定 理 . 
暂时 假设 能 够 把 G ,的 一 个 特征 { 坟 大 为 G,，, 的 一 个 特 证 
f, REMER 
f(xat)=f(x)f(a,)*, 
但 是 xE G,, BRL) =f(x)， 并 由 上 面 的 等 式 得 出 
xat) f(x) f(a.)*, 
BOVERI, Zefa.) CaM, fixa  BENGET. 
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. f(a, :的 值 能 是 人 "A? 令 c 二 a?， 因 为 CEG,， 我 们 有 
f(c)=f(c)， 并 由 {是 积 性 的 ， amico i. )", + 


B. 
FE 


f(a.)* - (e), i 
所 以 fa ,) 是 fc) 的 一 个 h 次 根 ， 因 此 fa,) 最 多 只 有 h 种 选 
这 些 分 析 告 诉 我 们 如 何 去 确定 上 e LG ,的 一 个 给 
定 的 特征 ， 我 们 就 选取 fc) 前 次 根 中 的 一 个 ， yx c= al, 
AER RUE AER, TXERTITIA ot 
(2) Í(xat)= f(x)f(a, )' ol 
来 确定 G,，: 中 不 属于 G ,的 哪些 元 素 上 的 f，f(a,) 的 h 种 选择 
全 都 是 不 辣 的 ， 所 以 这 给 出 了 h 种 不 同 的 方法 去 确定 {(xat) . 
现在 我 们 验证 确定 的 函数 {具有 所 需 的 积 性 ， 由 ( 2 ) 我 们 有 
i(xat- yal) =I(xyatti) = f(xy) f(a, )**i 
={OOF(y)i(a.)*E(a,)! 
= f(xat) f(yai ), 
所 以 f 是 G41 的 一 个 特征 ， 没 有 两 个 这 样 的 护 大 f 和 g 在 
G o EERS, NASW, 扩大 为 它们 的 f 和 和 g 将 会 在 G， 
EHR. WEG. 的 m 个 特征 中 的 每 一 个 都 能 以 h 种 不 同 的 方 
法 经 过 扩大 产生 为 Gy ;的 特征 .而 且 , 如 果 q 是 Gi#: 的 任 一 
WE, HA, BGETUEG. 上， 它 也 是 G, 的 一 个 特征 ， 所 以 
这 种 方法 产生 了 G ,的 所 有 特征 ， 证 明 完 成 . 口 


6.6 ”特征 群 


在 这 一 节 里 ， G 是 一 个 阶 为 mn 的 有 限 Abel 妊 ， G 的 主 特 
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ERLER, EREM, f ef. dea, KOS JE E Py 35 
征 ， 对 G 中 某 个 8， 它们 有 性 质 {(a) 1, 
定理 6.9 如果 特征 的 棱 法 由 关系 式 
(f,f,)(a)= Í, Ca)f, (a) 
确定 ， 这 个 式 子 对 6 中 每 个 a 成 立 ， 则 G 的 特征 的 集合 形成 一 
个 阶 为 n 的 有 限 Abel 群 ， 我 们 用 G 素 示 这 个 群 ，G 的 恒 等 元 
是 主 特征 f,，f; WETE. 


证 明 用 群 的 条 件 去 检验 .这 是 一 个 简单 的 习题 .我 们 
格 去 这 个 细节 . 

注意 ”对 每 一 个 特征 f， 我 们 有 f(a) | 一 1, 于 是 倒数 ps) 
等 上 其 犯 复数 fa)， 用 了 (a)==1(a) 定 义 的 函数 f 也 是 G 的 
-个 特征 ， 而 且 对 G 中 每 一 个 ae， 我 们 有 


_ 1 7 a 
f (a) -py aKa ), 


6.7 特征 的 正 交 关系 式 


令 G 是 一 个 含有 元 素 &a1，a,，…as 的 n 阶 Abel 群 ， 并 今 
，{.…fs 是 G 的 特征 ， 其 中 G; 是 主 特征 . (E. 我 们 用 A 
A(G) dan x n EER(a ;)， 第 i 行 第 j 列 的 元 素 a;; = f, 
(ai)， 我 们 将 证 明 这 个 甜 阵 A 有 一 个 道 矩阵 并 利用 这 个 
事实 去 推导 所 说 的 特征 的 正 交 关系 式 ， 首先 ， 我 们 确定 A 的 
每 一 行 上 上 的 元 素 的 和 ， ) 

定理 6.10 ”A 的 第 i 行 上 全 部 元 素 的 和 由 
Banal DEN EERTO=1) 


eR 
m 


1 
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给 定 . 

证 明 ASR RP A, miet =f, 则 和 式 的 每 
一 项 为 1 并且 S=n， 如 果 f; 志 fi， 则 在 G 中 有 一 个 元 素 b， 
f(b)s1， 随 着 a, 通 过 G 的 所 有 元 素 ， 乘 积 ba ,也 通过 G 的 所 
dE, TG 

S= Mf, (ba) 1,0) 2 f (G5 6098, 


因此 S(1 一 f;(5))=0， 因 为 f;(b)*1， 所 以 3=0. C] 
3 fg dA URUB ZSEK UF BA at A 
定理 6.11 A^A'SCRÓBREABU SE NEGERI EE RE, 那么 我 们 有 
AA*=nl, 
其 中 i 是 n xng, Tn ASE ABR EBE. 
证 明 今 B=AA*，B 的 第 ; 行 第 j 列 的 元素 b;; H 


b= © f (ar) fila, )= Xi. )= 3 fila) 


Am Job, Gef n. PAR EDI. Dti d 
j i 
根据 定理 6.10 我 们 有 


Kuz, B=nl NI 
"Fi 341] A EE Ej "Vu i REL pJ 2828 x — 3E 3C TEE SERERE 
正 交 关系 式 . 
定理 6.12 特征 的 正 交 关系 式 ， 我 们 有 
G) EíGOhGO-[5 sira 


证 明 AA*—nINIA* A =n], 但 A* 的 第 i 行 第 j 列 元 泰 龙 
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、5 ARIAL, 证明 完成 . 
Hs MBE (a =f (ash =f. Cac), DCD 3 ) 式 中 的 和 
i ARIF f(a, OLG) Era). 因此 这 个 正 交 关 
系 式 也 可 表示 如 下 : 


s -1 一 n r , 
È 6r) f "xU 
w .是 恒 等 元 时 ， 我 们 得 到 
定理 6.13 A 的 第 j 列 上 全 体 元 素 的 和 为 


(4) 并 fa 人 Xe" 
r t rd - 


6.8 Dirichlet 特 征 


前 面 是 关于 任 一 有 限 Abei 群 的 特征 的 讨论 现在 我 们 专 
门 研 究 模 为 一 个 因 定 的 正 整数 k 的 简化 剩余 类 群 ， 首 先 ， 我 
们 证 明 ， 恕 时 乘法 适 仿 定义 ， 这 些 剩余 类 形成 一 个 群 . 

我 们 回忆 ， 补 k 的 一 个 简化 剩余 系 是 对 模 k 两 两 互 不 同 余 
的 pq( 计 ) 个 整数 的 集合 {a1，as,，…as (ti)}， 其 中 每 一 个 数 都 
KLER, 每 一 个 整数 a 所 对 应 的 剩余 类 合 是 与 4 同 余 modk 的 
所 有 整数 的 集合 ， | 

a={x:x=a(modk)}, 

璋 余 类 的 乘法 出 式 子 

(5) a-b=ab 
确定 ， 即 两 个 剩余 类 a 与 5 的 乘积 是 乘积 ab 的 剩 俱 类 . 

定理 6.14 具有 由 ( 5 ) 式 定义 乘法 的 KS IL 
余 类 的 集合 是 一 个 阶 为 p(k) 的 有 限 Abel 群 . 其 恒 等 元 是 剩余 
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nm. St 


Xi, aM WTA Aa, pij ab=l(modk). 

证 明 “剩余 类 的 乘法 确定 封闭 性 当然 满足 ， 类 1 显 AA 是 
恒 等 元 ,如果 (a，k)=1， 则 存在 唯一 的 b 使 sb=1(modk) ， 
于 是 a 的 道 元 是 b， 最 后 显然 它 是 Apel1 群 并 且 它 的 阶 是 
p(k), C 

定义 Dirichet 特 征 ， 令 G 是 模 k 的 简化 剩余 类 群 ， 对 
应 于 G 的 每 一 个 特征 f{， 我 们 如 下 定义 一 个 数论 函数 x 二 x ; 

x(n)= f Jin, k)=1 


x(n)=0 WRO, k)>-1, 
刚 称 函数 x 为 模 k 的 Dirichlet 特 征 ， 主 特征 x: 有 性 质 
x,(ny=f 1 (n, k)=1 
0 (n, k)>1, 
定理 6 .15 模 k 有 qp(k) 个 不 同 的 Dirichlet 特 征 ， 它 们 都 是 完 
全 积 性 的 并 以 周期 k 而 循 还 ， 即 我 们 有 
(6) x(mn)=x(m)x(n) 对 所 有 的 m，n 
与 x(n+k)=x(n) 对 所 有 的 n。 
反之 ， 如 果 x 是 完全 积 性 的 并 以 周期 k 人 循环 并 且 ， 当 
(n,k)> 1B, x(n )= 二 0, 则 x 一 定 是 模 k 的 一 个 Dirichlet 特 征 ，。 
证 明 BEE ORIG ACh) PAPEL, FOR. E 
kolk DRE, Mim, ndpi5ik pM, xh BEC 6 05h 
Bi AEG, WM Rm APRA ARI, 则 ma 也 
与 k 不 互 素 ， 于 是 (6 ) 式 的 两 边 都 等 于 0 .周期 性 由 xi (1)= 
x(1) 得 出 ， 由 a 二 pCmodk) 得 出 (a,，k)=(b，k). 
为 了 证 明 其 道 ， 我 们 注意 ， 根 据 式 子 
f(n)=x(n) (n, k)=1 
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定义 的 群 G 上 的 函数 是 6G 的 一 个 特征 ， 所 以 x 是 BRKT 
Dirichlet 特 征 . E 

例 ” 当 k 一 1 或 k= 二 2 时 ，q(k)=1， 这 时 唯一 的 Diric~ 
hiet 特 征 是 主 特征 x, ， 对 于 k 关 3， 由 于 中 (K) 达 2， 故 至 少 有 
两 个 Dirichlet 特 征 ， 下面 的 表格 展示 了 KK 一 3， 4 各 5 的 所 
有 Dirichlet 特 征 . 


n i 2 3 n 1 2 3 4 
x (n) 1 1 0 x(n) 1 0 1 0 
x, (n) 1 -1 0 x, (n) { 0 —1 9 
 k—3. Pk)= 2 k=4. "E 
n 1 2 3 4 5 


x, (n) 1 H i 1 0 
q(t) 1 —1 一 ! í 0 
xn) 1 i —i -1 0 


x,(n) I —i i —1 D 


k=5, g(k)=4 


为 了 填写 这 些 表格 ,我 们 利用 了 当 (a k)= i! 
x(a) cx 一 1 这 个 事实 ， 所 以 x(n) 是 中 (k) 次 单位 根 , 我 们 还 
注意 到 ， 如 果 x 是 模 K 的 特征 ， 则 共 圈 复数 x 也 是 Bik 的 特 
征 ， 这 些 知识 对 于 完成 K=3, 上 二 4 的 才 格 是 足够 的 . 

Mk=5HY, REY. 5) 二 4， 当 (n，5)=1 时 ，x(n) 的 
PEREA 159i, mWiHx(2x(3)9x(6)-x(1) 71, Bf 
以 x(2) 与 x(3) 是 互 为 倒数 的 .又 x(4) 二 x(2)?， 这 些 知 识 对 
二 填写 x=5 的 帮 格 是 足够 的 .在 验 让 的 时 候 ， 我 们 能 利用 定 
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: 


理 6.10 与 定理 6.3， 它 告诉 我 们 ， 除了 第 一 行 与 第 一 列 之 外 
的 每 一 行 元 素 或 每 一 列 元 素 之 积 是 零 . 下 面 的 表格 列 出 了 模 
e 与 模 7 的 所 有 Dirichlet 特 征 . 

n 1234 56 n 1 2 3 4 5 BT 


Xi(n) 1000 10 x,(n) 


1 1 1 1 1 10 

x(n) 1009-10 X701 t -1 1 —1 -10 
— x(n) 1 os o —o -—o* —1 0 
k=6 q(k)= 2 x (n) 1 o? -o 一 o e^ 19 
x,(n) 1 —o co? o! =o 16 

x(n) 1 —@ ~o? o? o —10 


xi 


k=T 中 (上 ) 一 6 Q—e3 


在 算术 级 数 里 素数 的 Dirichlet 定 理 nup ierp, 我 们 将 
要 用 到 下 面 的 模 k 的 正 交 关 系 式 . 

定理 6.16 xe, xo(losmiskio(k)ADirichlet 
特征 ， 设 m 和 n 是 两 个 整数 ，(n, k)—1, MRNA 
"x, (m) x, (n)= =e) Tii &m =n(modk) 
1 fil im *en(modk), 

证 明 如 果 (m k)—1, 则 在 定理 6. 12 的 正 交 关系 式 中 取 - 
a; =n, à; =m, FER m= nh R Dm :n(modk), 如 
果 (m，k)>1， 则 和 式 的 每 一 项 为 零 FHmn(modk), LI 


6.9 含有 Dirichlet 特 征 的 和 


这 一 节 讨 论 在 算术 级 数 里 素数 的 Dirichlet 定 理 的 证 明 
中 出 现 的 一 些 和 式 
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第 一 个 定理 与 模 k 的 一 个 非 主 特征 zx 有关， 但 车 x 是 任 一 
周期 为 的 周期 数论 函数 ， 并 且 部 分 和 有 界 ， 证 明 也 是 正确 
的 . | 

定理 6.17 令 x 是 模 k 的 任 一 非 主 特征 , f 是 对 所 有 
x>X AB YESEBU SB SE SRÉ OORE, mE y xx, 
WH, RNA 

(7) E xG)f(0) - 0(fG0), 
itih, mM RAxonf, f(x)—0, MAEBRH 

= x(n) 

he, Ha>, RIS 

(8) Sy x(n)F(n)= 2 x(n)f(n) -0(fG0). 

证 明 令 A(x) = 习 x(a)， 因 为 x 是 非 主 特征 ， 所 以 我 
们 有 


k 


A(k)= X x(n)=O. 


根据 周期 性 ， 对 na 一 2 3, ，…， 有 A(nk)=0， 于 是 ， 对 所 
HEHA) <l). RAZ, A(x)=O(1). 

现在 我 们 利用 Abel 等 式 〈 定理 4.2 ) 把 ( 7 ) 里 的 和 表 为 
积分 ， 


.人 yx(n)f(n) 
SEDA- ADA) | AGE Codt 
=O +O- (tdt ) 
`=O(f(x)). 
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这 证 明了 ( 7 ) 式 ， 如果 当 x 一 时 ，f(x) 一 0， 则 (7 ) 式 表 
明 级 数 ，_ 

È xa) 
Kt, BLE Cauchy SENTI. 为 了 证 明 ( 8 )， 我 
们 指出 


ExCn)f(n) 
= 2 x(nf(n)tlim 2 à x(n)f(n), 
因为 ( 7 ) 式 右 端 的 极限 是 O(fCx))， 证 明 完成 . 口 
现在 我 们 利用 定理 6.17， uid 1, 逐次 地 取 
f(x) l., (x)=, q 
定理 6.18 ”如 果 x 是 模 k 的 任 一 LEERT. XHx1, M 
我 们 有 
(n) 44 x(a) 1 
(9) yaw PEE «o (4), 


Zx m 
KE 


oo 


(10) > x(n)logn = s xcu )logn +0( -2 logx ). 


nt 


ao BAD BAW .o( A.) 


c 


6.10 对 于 实 的 非 主 特征 x, 工 (1,x) 不 等 于 零 . 


我 们 用 L(1，x) 表 示 ( 9 ) 式 中 级 数 的 和 ， 即 
La, x)= $ 209. 


在 Dirichlet 定 理 的 证 明 中 ， 当 x 是 一 个 非 主 特征 时 ， 我 们 必 
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须 肯 定 L(1，x) 志 0， 对 于 实 的 非 主 特征 ， 我 们 能 证 明 这 是 
正确 的 ,首先 我 们 考 趾 x(n ) 的 约 数 和 . 
定理 6.19 令 x 是 模 k 的 任意 实 值 特征 ， 并 今 
A(n) = EX, 
则 对 所 有 的 n， 有 A(n) 宇 0， 并 且 ， 如 果 n 是 一 个 平方 数 ， 则 
A(n)21, 
TERS xz SUE, 我 们 有 
A(p* )= > (Bi )=1+ MEOH 


因为 x 是 实 值 的 ， 所 以 x(p) 的 仅 有 可 能 的 值 为 0，1 和 一 1. 
如 果 x(p)=0， 则 ACp*) 二 1， 如 果 x(p)=1， 则 A(p*)= 
ati; 如 果 x(p)= 二 一 1:， 则 

A(p*)= -p ?是 奇数 

a 是 偶数 . 
如 果 a 是 偶数 ， 在 任何 情况 下 都 有 A(p') 宇 1， 于 是， 如 时 
n 一 p!!，…p;*， 由 于 A 是 积 性 的 , 故 有 A(n)=Atlpi’) 
Alp: D, Xr BT AC: 020, FEA), X8, 
如 果 a 是 平方 数 ， 则 每 一 个 指数 a; 是 偶数 ， 所 以 每 个 因子 
A(p; 2i, PJÉA()A. ERE. r] 
定理 6.20 ”对 于 模 k 的 任 一 实 值 非 主 特征 ， 
A(n)= Xx), B(n)= X. ina 


则 我 们 有 
(a) 当 x 一 口 时 ，B(x) 一 0， 
(b) 对 所 有 的 x 宇 1,， B(x)=2v x L(1, x) +00), 
此 有 L(1，x)s0. 
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证 明 TW ^ 我 们 利用 定理 6.19， 写 


1 
B(x)> =, —= $3 —, 
(x) Z= Z n 


当 x 一 cc 时 ， 因 为 调和 级 数 发 散 ， 所 以 最 后 的 和 式 趋 于 co 
为 了 证 明 (b)， 我 们 写 
1 _ x(d) 
B(x)-2 JE Aix) >, Va 
现在 我 们 引用 定理 3.17， 它 证 明了 
之 f(d)g(q) 


= EMG ( *)+ x COE CE) - rGo60 
其 中 ab=x, F(x)= X f(2)2R8G()- 


e(n), 我 "m 


abe x, Fe, s(n)- ——, HA 
(12) B(x)= > E 
UM ox) 1 x 
X vant NEG 
-F(x )G(4 x), 
根据 定理 3 .2 我 们 有 
G(x )= > DM =a xr A +O- Mx. 


RPAH, XieHo 0, (DA, DE 
-5 IM) . 1 
FG)- 3j 59 E >), 
X oppo SD) py WR VE) G(/x )= Baxt 
十 O(1)， 等 式 (12) 给 我 们 
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+ 也 -to 二 外 


—3Bx* 4-O(1) 

eus p va m 
+o, dx) 
Pa ORY 
—2Bx* --O(1) 


=2/x L(t, x)--O(1) 
这 证 明了 (b)， 于 是 由 (a) 与 (b) 一 起 显然 得 出 
La, x)*0, f Li 


第 六 章 习 题 


1, 令 G 是 一 个 非 零 复数 的 n 次 根 的 集合 , 如 果 G 是 一 个 乘法 
群 ， 证 明 G 是 n 次 单位 根 做 成 的 群 . 

2. 令 G 是 一 个 阶 为 a、 恒 等 元 为 e 的 有 限 群 . 如 果 ai，… 
as 是 G 的 n 个 元 《可 以 相同 ) ， 证 明 ， 有 整数 p 和 q， 


1<p 志 qd 二 nn， 使 apapt1'"*ag 一 e。 
3. 令 G 是 所 有 二 = Br EPEC jane. Ha, b, c, d 


是 整数 ，ad 一 bc=1. HEB, GOXTÓBERE 法 作成 一 个 
群 ， 这 个 群 有 时 称 为 模 群 ， 
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令 G=(a) 是 由 a 生 成 的 循环 群 ， 证 明 G 的 每 一 个 子 群 都 
是 循环 群 . (没有 假设 SG 是 有 BEF). 
令 G 是 一 个 阶 为 的 有 限 群 ， 并 令 G' 是 阶 为 m 的 一 个 子 
群 , 证 明 m|ln (Lagrange 定 理 ) .并 推导 出 ，G 的 每 一 
个 元 素 的 阶 整除 n. 
令 G 是 一 个 阶 为 6 的 群 ， 恒 等 元 是 e. 证 明 ， 或 者 G 是 一 
个 循环 群 ， 或 者 G 中 有 两 个 元 素 a 和 b， 使 得 

G={a, a’, a?, b, ab, ab}, 
其 中 a 一 pb: 一 e， 这些 元 素 中 哪 一 个 是 ba? 
阶 为 na 的 一 个 有 限 群 G={a;，a;，…，aa} 的 一 个 群 表 
格 是 一 个 n 阶 矩阵 ， 它 的 行 j 列 位 置 的 元 素 是 a;a;. 如 
JRa;a,—e, 证明 ,ajai 一 e。， 换 言 之 , 恒 等 元 在 群 表格 
上 的 位 置 是 对 称 的。 进而 证 明 ， 若 nt 是 偶数 ， 则 方程 
x? 一 e 有 偶数 个 解 . 
7 题 的 推广 . 令 f(p ) 表 示 方 程 x? 一 e 的 解 的 个 数 ， 这 里 
P 是 n 的 一 个 素 因数 ，n 是 G 的 阶 . 证 明 pli(p). 
( Cauchy 定理 ) . [提示 ， 考虑 有 序 的 p 维 矢量 (2,， 
eer, a») 的 集合 5， 其 中 a; € G, ai, wap e, ES 
An APERE., 两 个 这 样 的 P 维 矢量 称 为 等 价 的 ， 
著 一 个 是 另 一 个 的 循环 排列 . 证 明 {(p ) 等 价 类 恰好 包含 
一 个 元 素 而 其 它 稚 类 恰好 包含 p 个 元 素 . 用 两 种 方法 计 
算 S 的 元 素 个 数 并 推出 pL(f(p)]， 
令 G 是 一 个 na 阶 有 限 群 ,证明 ，a 是 奇数 当 且 仅 当 G 的 每 
一 个 元 素 是 平方 形式 . 即 对 G 中 每 一 个 元 a， 在 G 中 存在 
一 个 元 b， 使 得 a 二 b?. 


io, 叙述 并 证 明 9 题 的 推广 . 其 中 条 件 “a 是 奇数 ”用 “3 与 
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KER, k>2” RE, 


. 令 G 是 一 个 阶 为 an 的 有 限 群 ， 并 令 5 是 一 个 包含 有 多 于 


-个 元 素 的 G 的 子 集合 ， 证明， 对 G 中 每 一 个 元 素 g， 
在 S 中 有 元 素 a 与 b， 使 得 ab 一 g. 


. 令 G 是 一 个 群 ， 并 令 S 是 有 n 个 不 同 元 素 的 G 的 子 集合 ， 


它 具 有 性质， 由 a € S 推 出 a-!E 5， 考虑 形 如 ab 的 个 
乘积 ( 不必 不 同 ) ,这 里 a€ S,，bES, 证 明 , 最 多 只 


有 -9 一 1 个 这 样 的 习 积 属于 5S. 


Rir to hESAM A REGERE, Fa 是 人 的 


一 个 阶 为 n 的 元 素 , 定理 6.7 指 出 ， 每 一 个 数 f:(a) 是 一 
个 a 次 单位 根 ， 证 明 ， 每 一 个 n 次 单位 根 经 党 平均 地 出 现 
在 数 f:(a)，f: (a)，…，fn(a) 之 中 . [提示 : RA 


-2xt!k 


的 值 ， 并 以 两 种 方法 去 确定 eo 出现 的 次 数 ，] 


.列表 展示 模 k 一 8，9 和 10 的 所 有 Dirichlet 特 征 的 


fi. 
. 令 x 是 模 k 的 任 一 非 主 特征 ， 证 明 ， 对 所 有 € 数 a<b. 
我 们 有 
> (a) < 二 9 


.如 果 x 是 模 & 的 一 个 实 值 特征 ， 则 对 每 一 个 a， 有 


x(n)= +150, Prd 
S= $ ax(n) 
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17. 


18, 


是 一 个 整数 . AMEN 125=0(modk), 

(a) 如 果 (a，k)=1， 证明 ax(a)S=S(modk)， 

(b) 写 k=2"q,' 这 里 g 是 奇数 . 证 明 ， 有 一 个 整数 a， 
(a, k)=1, {E fia-3(mod2?*) Ha=2(modq), 
Tis FUB (a) HEH 12S=0(modk), 

—^ cie het AA modk, mIRk>o 3 H. 4 

m=n( modk ) ft, f(m)=f(n), H 3k # ALA m 

期 ， 

(a) 如 果 f 是 周期 函数 modk， 证 明 f 有 一 个 最 小 的 正 的 
周期 k。， 并 且 ko|k. 

(b) 令 f 是 周期 函数 并 且 是 积 性 的 ， 上 是 { 的 最 小 的 正 的 
周期 证明 ， 如 果 (n，k) 一 1:， 则 {(n)=0. 这 证 
明了 是 模 k 的 一 个 Dirichlet 特 征 . 

(a) 令 f 是 模 k 的 一 个 Dirichet 特 征 ， 如 果 k 是 无 平方 因 
子 数 ， 证 明 k 是 f 的 最 小 正 周期 . 

(b) 举 出 模 k 的 一 个 Dirichlet 特征 的 例子 ,这 个 k 不 是 f 
的 最 小 正 周 期 . 
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PECE ”算术 级 数 里 素数 
的 Dirichlet 定 理 


奇数 1，3，5，…，2n 十 1，… 作 成 的 算术 级 数 里 包 
含有 无 穷 多 个 素数 ,我 们 自然 会 问 ， 其 他 的 算术 级 数 是 否 也 
有 此 性 质 . 一 个 首 项 为 h， 公 差 为 k 的 算术 级 数 由 所 有 下 面 
的 数组 成 : mM 

(1) kn+h n=0, 1,2, += 
如 果 4h 与 KF 有 一 个 公约 数 d， 则 这 个 级 数 的 每 一 项 都 能 被 d 整 
ER. 如 果 d>>1， 则 这 个 级 数 里 没有 一 个 素数 . RAL, 算术 
级 数 ( 1 ) 里 有 无 穷 多 个 素数 的 必要 条 件 是 (h，k) = 1. 
Dirichlet 最 先 证 明了 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 这 就 是 说 Ju 
Fk, h)=1, MARAA 1 ) 里 包含 有 无 穷 多 个 BM. 这 
个 结果 ， 就 是 将 在 本 章 证 明 的 著名 的 Dirichlet 定 理 . 

我 们 回忆 , Euler 用 证 明 对 所 有 素数 展开 的 级 数 之 p A 
散 的 方法 , 证 明了 无 穷 多 个 素数 的 存在 性 ，Dirichlet 想 去 证 
明 一 个 相应 的 结果 ， 踊 级 数 ( 1 ) 里 存在 无 穷 多 个 素数 . 在 
1837 年 发 表 的 一 个 很 好 的 学 术 论 文 里 ，Dirichlet 公 布 了 一 
个 用 巧妙 的 解析 方法 证 明 这 个 定理 Bu WP Xd. 这 个 证 明 最 
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近 被 几 位 学 者 所 简 化 .本 章 给 出 的 证 明 是 基于 Harold N. 
Shapiro 于 1950 年 发 表 的 证 明 并 且 涉 及 HRM dE p^ logp 
WEST. 

首先 ， 我 们 指出 ， 对 某 些 特殊 级 数 ， 利 用 Euclid 证 明 素 
数 的 无 穷 性 的 方法 的 一 个 修改 ， 可 以 容易 地 证 明 Dirichlet 
定理 . 


7.2 形 如 4a -1 和 4n+1 的 素数 的 Dirichlet 定 
理 


定理 7.1 有 无 穷 多 个 形 如 4n 一 1 的 素数 ， 
证 明 用 反 证 法 .假设 只 有 限 多 个 这 样 的 素数 ， 并 设 ? 
是 其 中 最 大 的 . 考虑 整数 
N=22.3.5.…-(p 一 1).p 一 1， 
乘积 3. 5。 … * P 的 因子 中 包含 了 所 有 万 P 的 奇 素数 ， 因 为 N 
是 4na 一 1 形式 的 ， 且 N>>p， 所 以 N 不 是 素数 . 但 没 有 万 p 的 
素数 能 除 尽 N， 所 以 N 的 所 有 素 因 子 都 大 于 p， 而 N 的 素 AT 
不 能 全 是 4n 十 1 形式 的 ， 因 为 多 个 这 样 形式 的 数 的 乘积 仍 是 
4n 十 1 形式 ， 于 是 N 有 素 因 子 为 4n 一 1 形式 ， 它 又 大 于 p， 这 
与 假设 矛盾 . D 
对 于 形 如 4n 十 1 的 素数 可 用 另外 的 方法 去 证 明 
定理 7.2 ”有 无 穷 多 个 形 如 4n 十 1 的 素数 ， 
证 明 令 N 是 任 一 大 于 1 的 整数 . RUE, 4 X4 
p»N, p=1( mod4), & 
m=(N!)’+1. 
ERMEAR, m>1, FpRmHR)RAR, M2, 3, we 
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N 中 没有 一 个 能 整除 mn， 所 以 p>N， 即 我 们 有 
(N1)?=—1( modp), 


MaaR 0 Do, 8 


Ni P-1— 
Re (Ni)? !—1(modp), 所 以 
(CD E ( modp) 
于 是 差 (一 1)” “1 是 0 或 -2. 因为 它 被 p 整 除 ， 所 以 它 
不 能 为 一 2， 只 能 为 0， 即 
(1 


amam OD je 所 以 p=1( mod4 ) 换言之， 


我 们 证 明了 ,对 任意 整数 N>>1， 有 素数 p>N, par 
(mod4) . 因此 有 无 穷 多 个 形 如 4n 十 1 的 素数 . CI 

与 上 面 同样 简单 的 理由 也 可 用 于 对 其 它 特殊 的 算术 级 数 
的 讨论 ， 比 如 5n0 一 1，8n 一 1，8n 一 3 和 8n 十 3 等 形式 (参看 
Sierpinski[67] ) . 但 是， 对 一 般 形式 前 级 数 kn +h， 还 没 
有 发 现 一 个 这 样 简单 的 方法 . 


7.3 ” Dirichlet 定理 的 证 明 方 案 


在 定理 4.10 里 我 们 推出 渐 近 公式 
(2) 3, SEP = logs O( 1), 
这 里 的 和 式 对 所 有 到 工 的 素数 p 展 开 ， 我 们 将 证 明 - 
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Dirichtlet 定 理 是 下 面 叙 述 的 浙 近 公式 的 一 个 推论 . 
定理 7.3 MRkK>Oo, #4, k 二 1， 则 对 所 有 的 
x21, RNA 


(3) X [OEP oy 9x 900. 
P=h(modk) P ? 


其 中 和 式 在 满足 条 件 p 三 x，p 三 h(modk) 的 所 有 Sk 数 P 上 展 
F. 

因为 当 x 一 co 时 ，logx 一 co 时 ， 由 ( 3 ) 式 得 出 ， 有 无 限 
多 个 素数 p 三 h《 modk)， 于 是 在 级 数 ak Th n=0, 1, 2, 
… 里 有 无 穷 多 个 素数 ， 

注意 ，( 3 ) 式 右 端的 主 项 是 与 无 关 的 ， 因 此 ( 3 ) 式 不 仅 推出 Dirichlet 
定理 ， 而 且 它 也 证 明 ， 在 模 k 的 p(k ) 个 简化 剩余 类 用 每 一 类 的 素数 贡献 出 与 
Ca) 相同 的 主 项 . 

定理 7.3 的 证 明 将 通过 一 系列 引 理 来 展现 . 在 这 — 节 里 
我 们 把 这 些 引 理 集 中 在 一 起 以 展示 这 个 证 明 的 方案 .整个 这 
一 章 我 们 采用 下 面 的 记号 ， 

正 整 数 k 表 示 一 个 固定 的 模 ， 上 是 一 个 与 k 互 素 的 固定 的 
整数 ， 模 k 的 p(k) 个 Dirichlet 特 征用 

Xi, X,, 7, xp(k) 

ER, LRR ERE, 对 Fx, RIE LOL, x) 与 
L’ (1, x) TF RRNA, 


LO, x)= YA), 


De} 


L'(1, x)= — 亲本 


这 两 个 级 数 的 收敛 性 已 在 定理 6.18 中 证 明 过 ,而 且 在 定理 
§ 208 RTS, MEXER, LÓÉ1, x)&0, #F 
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SPRR—-TER, XhakEG08 PDA X MP<xk JF B Ti 
式 。 
引 理 7.4 对 x>1 ， 我 们 有 
logp | 1 
p p(k) 
. 1 "he x, (p)logp 
T p(k) 之 * (h) > P 
+O(1), 

如 果 我 们 能 证 明 ， 对 每 一 个 x 万 x,， 有 


(4) y Beg? 0(1), 


pex 


logx 


Der 
P=k(modk)} 


则 显然 由 引 理 7.4 可 推出 定理 7.3， 下 面 的 引 理 表 明 ， 这 个 程 
式 可 以 不 对 所 有 素数 展开 . 

引 理 7.5 对 x> 1 Bxsx,, RNA 
x rese LL 1 , x) HOG) 


+O(1). 
因此 ， 如 果 我 们 证 明了 


(5) DV) 一 O(1)， 


ASI 


则 由 引 理 7.5 可 推出 (4 ) 式 . 而 (5 ) 式 可 由 下 面 的 引 理 推 
出 。 
引 理 7.6 对 x> 1 与 x*x1， RNA 


(6) LU, 9 3 409309 201), 
各 果 L( 1 ，zx)s 0 ， 我 们 能 在 ( 6 ) 里 消去 L( 1 ，x) 而 得 到 
(5), 因此 ，Diricllet 定 理 的 证 明 最 终 有 赖 于 对 所 有 
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x¥x,, L(1, x)= 0. 在 定理 6.20 里 我 们 已 经 证 过 ， 对 于 
实 值 的 xssxr， 有 L(1，x)s<0 ， 因 此 ， 余 下 的 河 题 是 证 
明 ， 对 所 有 复 信和 的 x 二 x ， 同 样 有 L( 1 ，x) 三 0， 

为 了 这 个 目的 ， 我们 令 N(k) 表 示 模 k 的 满足 .L( 1 ，x) 
= 0 的 韭 主 特征 x 的 个 数 ， 如 果 L(1, x)50, WL(CI, 
x)= 0 并 因 x 不 是 实 的 ,所 以 xx， 因 此 ,和合 L (1, x) 
= 0 的 x 成 共 印 对 出 现 ， 所 以 NIk) 是 偶数 ， 我 们 的 日 的 是 证 
BjN(k)— 0 ， 这 能 由 下 面 的 渐 近 公式 推出 ， 

引 理 7.7 Wx> 1 ， 我 们 有 


logp | 1 —N(k) ogx 
CO Xo Pee NO jog 0( 1), 


AURNOOAX 0 , BNC) RH, BEENO2, 于 是 
(7 ) 里 logx 的 系数 是 负数 并 且 当 x 一 co 了 时， 右 端 一 一 ce it 
左边 所 有 的 项 都 是 正和 的， 这 是 一 个 矛盾 。 因 此 由 引 理 7.7 推 
出 NC(k)= 0, 引 理 7.7 的 证 明 以 下 面 的 渐 近 公式 为 基础 ， 
引 理 7.8 Wey Sx FEAL, y= 0, URNA 
L'(1, x) S OX0). tog 404), 


p<x 
Pe1(modk) 


7.4 引 理 7.4 的 证 明 


为 证 明 引 理 7.4， 我 们 从 前 面 提 到 的 浙 近 公式 着 手 ， 
(2) X se = logx OC1). 


O<x 


在 和 式 中 取出 由 素数 p 三 h(modk) 所 产生 的 项 。 取 出 的 完 
成 是 借助 于 在 定理 6.16 里 所 表述 的 Dirichlet 正 交 RAR, 
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ek} — (k) 如 果 m=a(modk) 

之 x,(m) x =f, fim een(modk), 
对 于 (nn, k) — 1, RIE, RI imp, n=h, Xx 
H, Ch, k) — 1, 将 上 式 两 端 乘 以 p-!logp 并 对 i x 
的 p 求 和 ， 我 们 得 到 


e (k) EN o 
(8) € X x.(p)x,(h) 1082 
per r=1 p 


=p) x Ae, 


pahimodk) P 
在 左边 的 和 式 里 我 们 分 离 出 只 含 主 特征 x, 的 这 些 项 ，( 8 ) 式 
BOJA 
(9))eQ) g Hh) y Zos 


p<x p PSI 


P 


" 
m 
H 
° 
a 
= 
- 


Pk). 
+ > Kb) DP. 


pax 


Fix (h)= 1 B (p, x) 5e 1BÍx.(p)= 0, 34 (p,k) 
=1 W, x,(p)= 1 .因为 共有 有 限 多 个 素数 整除 k， 于 是 
《9 ) 式 有 端 第 一 项 为 

(10) > logp _ 3 logp 3 logp 


(2,x)-1 I les P P 
= Y1-98P..L0(1), 
pex p 


出 (9 ) 与 (10) 我 们 得 到 
ok) g JEP- yy een 


+ Y x00 0(1). 
利用 ( 2 ) 式 并 除 以 p(k)， 我 们 得 到 引 理 7.4 Qa 
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7.5 9|38 7.58 uE 9] 


我 们 从 和 式 


x(a)A (a) 
> n 


n< x 


着 手 ， 其 中 A(a) 是 Mangoldt 函 数 ， 用 两 种 方法 表示 这 个 
和 。 首 先 我 们 注意 ， 由 A(n) 的 定义 给 我 们 

(na)ACna) _ ~ X(p*)l 
2 5 ORO 


ner dM 
& 


? ami 


我 们 分 出 5= 1 这 一 项 ,有 
x(a)M(a)__ s x(p)logp 
QD Oe 


Bax 


+ p DH x(p*)logp 
PSK a=? p* 

右 端的 第 二 个 和 式 是 主要 的 ， 根 据 
wl. logp < logn 
之 logp 之 p° > pp—1) Oa) 


所 以 (11) 给 我 们 
(12) PED => x(a) A(n) FO(1). 


nax 


现在 我 们 回 从 到 A(a) = Xd [an (a) tos(-5-), Fe 
x(n)A(n) _ x(n) 
A Ba @ logs 


a<x n nex 


TERUG MR, Ria =cd FA x UE BA 
204 


(13) > x(nyA(n) => a GO (D) 


n d<x 


x(c)loge 
et . 


A AM 


Ta 为 车 之 1 ， 在 对 C 求 和 的 式 子 里 我 们 利用 定理 6.18 的 (10) 
式 得 到 


log 
x xole p, NEL 
LES X 


= <i 


d d 
等 式 (13) 变 为 
(14) £ 5 XWA = EN -L'( 1 x) 2, Dats) 


nex 


在 O 一 项 里 和 式 为 
~\ Bi (logy —logd) =L (GOlosz— X logd) 


=0(1), 
这 是 因为 
人 logd 一 log[X]! = xlogx+ O (x), 
因此 (14) 变 为 
> oa - L'(1 ,x) > nO) x(d) 
+O(1). 
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此 式 与 (12) 式 一 起 ， 就 证 明了 引 理 7. 5 ， m: 
7.6 引 理 7.6 的 证 明 


我 们 剩 用 在 定理 2.23 里 证 明 过 的 Mibius 反 HAR, 它 . 
指出 ， 如 果 a 是 完全 积 性 函数 ， 我 们 有 


(15) GOO= Z a(n) F( =) 4 BYE (x) 


= Du ()a()G (X), 
”我 们 取 a(n) 一 x(n),， F(x)=x, 得 
(16) x= Zex), 


， 其 中 


G(x) = xG = x x 


XI n 
根据 定理 6.18 中 的 等 式 (9 ), 我 们 可 写 G(x)=xL(1 ox? 
+O(1), 在 (16) 式 中 利用 此 式 ， 得 


x= Enx LG ,3) 40015] 
=xL(1,x) JAO + Ox), 
用 x 去 除 此 式 即 得 引 理 7.6. L. 


7.7 838 T, Sd] EA 


我 们 先 证 明 引 理 7.8 然 后 利用 它 去 证 明 引 理 7.7。 我 们 再 - 
一 次 利用 M5bius 反 转 公式 (15)， 这 次 我 们 取 F(x) = xlogx, 
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得 
(17) xlogx= Plu(n)x(s)G( C) 
其 中 
G(x)= D x (a) log E = xlogx 31 XO. 
MEO 
现在 我 们 利用 定理 6.18 中 的 公式 (9 ) 50), f8 
G(x) =xlogx{L(1 x) +0(+)} 
taf La ,x)+0 (LEEN, 
=xL' (1 ,x)+O (logx) 
因为 我 们 有 假设 L( 1 x)= O. 于 是 (17) 式 给 出 


xlogx D po) L'(1,x) 
+ O(log) = xL (1,02 hC) x (z) ] 
+O( 21 (logx —logn)) 


我 们 已 经 知道 右 端的 O— 3 EO (x) (参看 引 理 7.5 的 证 明 )， 
于 是 我 们 有 
xlogx=xL'(1 ,x) x 0X0) LOG) 


当 我 们 用 x 去 除 时 ， 即 得 引 理 7.8 g 
7.8 9$|38 7. THEA 


我 们 利用 引 理 7.4， 当 h= 1 时 ， 得 
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(18) M logp . 1 logx 


pei(modk) P p(k) 
1 “Se x.(p)logp 
+ s > > 5 +O(1), 


在 右 端 对 p 求 和 的 式 子 里 ， 我 们 引 理 7.5， 即 
X:(p)logp _ rp, u(n)x, (n) 
i E = L'(1 su) 3) 


+O(1). 
如 果 L (1, x,)>0, H37 618) 333838 0 (1), 
而 如 果 L( 1 ,x;)== 0 ， 则 由 引 理 ?7 .8 得 
—L'(1,x,) > n(n) x, (n) =—logx+0(1), 
因此 (18) 右 端的 和 为 


Slat NODleg r0(1)), 


所 以 (18) 式 变 为 


logp 1—N(k) 


perimeaky P ek) 
这 就 证 明了 引 理 7.7， 也 证 明了 定理 7.3. 口 
如 前 所 述 ， 和 定理 7.3 可 推出 Dirichlet 定 理 : 
定理 7.9 如 果 k>0 且 (h,k)=1， 则 在 算术 级 数 nk +h, 
(n 一 0，1，2，… ) THX SET XS, 


7.9 算术 级 数 里 素数 的 分 布 
WARE 0B (ak) = 1 ， 令 


T(x)= 2 1, 


px 
p=a(modk) 


logx+0(1). 
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MR 数 r,(x) 是 级 数 ak+Ta(n=0 1, 2, =) 中 <x 的 
素数 的 个 数 。Dirichlet 证 明了 ， 当 x 一 co 时 ，xs(z) 一 co. 


算术 级 数 里 素数 定理 也 可 表述 为 
De cx) 2001 x 
(19) 7.0077 90) Ck) Tone 


M X> oft, 
如 果 Ca, k) =1 的话 ，(19) 的 证 明 是 [44] 里 的 重点 . 级 数 
的 素数 定 EIER EET M ARIEN, 
logp _ 
ELIT P «do 
因为 主 项 与 bh 无 关 ， WRB BP Mas) AE 模 k 的 p(k) 
个 简化 剩余 类 里 ， 而 (19) 式 则 是 这 个 事实 的 准确 的 表述 . 
我 们 给 出 算术 级 数 的 素数 定理 的 一 个 代替 形式 来 结束 这 
—H. 


logx4-0(1). 


定理 7.10 mR 

(20) x, (x) ~ OO I X-»co 
对 每 一 个 与 K 互 案 的 整数 a 成 立 ， 则 有 
(BD .0)~a(x) HxB, 


其 中 (a,k) 一 《b,k) 一 1. 反之 由 (21) 也 可 推 出 (20). 
证 明 出 (20) 推 出 (2) 是 显然 的 . 为 了 证 明 其 道 ， 我们 
假定 (2) 成 立 ， 并 令 A(k) 表 示 整 除 k 的 素数 的 个 数 ， 如 果 
xk, RNA 
z(x)-211 -A(OTI 1 


x 
ptk 


-AD+ 2È X o: 
. (a,k)=1 
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因此 


z(x)— A(k) _ 3 (xX) 
m (x TEPEEP m (x) ` 
ARGS (21h, Ex ookkf, MRE- DETI, Brel 
个 和 式 趋 于 p(k)， 于 是 


T AE Ak) 当 x>oo 时 ， 


A(x) |. y (x) x3 3 
然 mx) 0, 所 以 x, (x) p(k), 这 证 明 (20) 成 AM. 
第 七 章 习 是 


在 1 至 4 题 里 ，h 与 k 是 已 知 的 正 整数 ，(h,k)=1. 

A(h,k) BRA RR, A (h,k) =(h+kx:x= 0, 1, 

2, eg) 
解 1 至 4 题 时 不 用 Dirichlet 定 理 . 

1. 证 明 ， 对 每 一 个 整数 n> 1 ，A(bh,k) 中 包含 有 无 穷 多 个 
与 0 互 素 的 数 . 

2. 证 明 ，A(h,k) 包 含有 一 个 无 穷 子 集 Alar, ar, ov}, 
使 得 (ai，ai ) — 1, MA JB, | 

3. 证 明 ，A(h,k) 包 含有 一 个 无 穷 子 集合 ， 它 成 为 一 个 几 
何 级 数 〔 形 如 ar*，a= 0 ，1 ，2 ，… 的 数 集 ) .这 说 
明 ，A(h,k ) 包含 有 无 穷 多 个 具有 相同 素 因 子 的 数 . 

4. 设 5 是 A(h,k) 的 任 一 无 穷 子 集合 ， 证 明 ， 对 每 一 个 正 整 
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数 a， 在 A(h，k) 中 有 一 个 数 ， 它 能 表示 为 ?中 的 几 个 以 

上 不同 的 数 之 积 . 

. 由 Dirichlet 定 理 可 推出 下 面 的 论断 : 如 Eh ko 0 是 
sb (h,k) = 1， 则 至 少 存在 一 个 形 如 

Ent Ph 的 素数 . 证 明 ， 由 这 个 论断 也 可 推 出 Dirichlet 

如 村 (hk)=1,， k0, 证 明 ， 有 一 个 常数 A( 依 

MITA), Hi, P 2 时 ， 


1 1 
一 -一 log logx+A-+-0 . 
aua p 2 T ( va? 


pes, q€s, aalo D IGD) (p, a1) 
= (p—1, q)= 1, 

令 { 是 一 个 次 数 为 na> 1 的 整 系数 多 项 式 ， 它 有 下 面 的 性 
BR. 对 每 一 个 素数 p, 存在 一 个 素数 g 和 整数 m, 使 得 f(p) 
=q". E q= p, m= n, WiC AAR x. [所 
示 ， 如 果 qa 关 p， 则 对 每 一 个 t= 1,2, H8." 整除 
{(pt+tq™**)—f(p), J 
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第 八 音 ”周期 数论 函数 与 Gauss 和 


8.1 模 k 的 周 数 函数 


令 k 是 一 个 正 整 数 。 一 个 数论 函数 { 称 为 是 一 个 具有 周期 
k ( 或 周期 modk ) 的 周期 函数 ， 如 果 
f(n+k)=f(n) 
对 所 有 整数 a 成 立 、 如果 k 是 一 个 周 期 ， 则 对 任意 的 整数 
m > 0 ，mk 也 是 周期 ，f 的 最 小 的 正 的 周期 称 为 基本 周期 ， 
周期 函数 在 前 面 几 章 里 已 经 见 过 ， 例 如 模 k 的 Dirichlet 
特征 是 周期 函数 .一 个 简单 的 例子 是 ， 把 最 大 公约 数 (n,K) 
看 作 是 a 的 函数 ， 由 关系 式 
(n+k, k)= (n, k) 
得 到 周期 性 ， 另 一 个 例子 是 指数 函数 


2%imn 


f(n)=e € 


其 中 四 和 是 固定 的 整数 ，e ”是 k 次 单位 根 ， 而 f(n) 是 它 
Bn AR. RE am aN Be MP HE, 如 


Xe(m)e 2*ximmnu 
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对 系数 c(m ) 的 每 一 个 选择 都 是 周期 函数 modk， 我 们 的 首要 
目的 是 证 明 每 一 个 具有 周期 k 的 数论 函数 都 能 表示 为 这 种 类 
型 的 线性 组 合 . 这 些 和 称 为 有 限 Fourier 级 数 . 我 们 从 一 个 
简单 而 重要 的 例子 即 著 名 的 几何 和 开始 讨论 . 

定理 8.1 XT BDEBKI) $ 


g(n)= De 
wi 
NC ip Sk n, 
sm, ER 


证 明 因为 gCn) 是 几何 级 数 的 一 些 项 的 和 
g(n)= 3x" , 


2x 


其 中 x=e i, PULA 


- mks 1, 
g(n)=) * 1 
| k 如 果 k= 1, 
但 x*= 1, JEBx= 1 当 且 仅 当 k1n， 所 以 定理 得 证 ， 口 


8.2 周期 数论 函数 的 有 限 Fourier 级 数 的 存 在 
性 


我 们 将 利用 lagrange 的 多 项 式 播 值 公式 去 证 明 ， 每 一 个 
周期 数论 函数 有 一 个 有 限 Fourier 展 式 ， 

定理 8.2 lagrange 捅 值 定 理 ， 今 Zu，z;，…z:_， 是 k 
ATAKAA, Wo W, =, W, :是 k 个 复数 ， 不 要 求 它 
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们 不 同 ， 则 有 唯一 的 一 个 次 数 夺 Kk 一 1 的 多 项 式 P (z)， 使 得 
P(2,)=Wn m=0, 1, 2, *-k—1 
WEB] 所 求 的 多 项 式 p(z) 叫 做 lagrange 搬 值 多 项 式 ， 它 
能 直接 如 下 做 成 4 
A(z) 一 (z 一 zo)(z 一 21)…(Z 一 ze-i)， 
并 令 
Au(z)= At). 


Waaa 


那么 Au(z) 是 一 个 具有 下 而 性 质 的 次 数 为 k 一 1 的 多 项 式 ， 
An(Zm)*0, An(z;)=0 如 果 j 关 mm. 


FRAO) 是 一 个 次 数 为 K EAR, 对 每 一 
jvm, ERMINE, Mz, ENA. Wt. REAS 
_ ot An(Z) 
PG@)= 22 W.  ÁA.(Za) ° 

是 一 个 次 数 志 kk 一 1 的 多 项 式 ， 对 每 一 个 j， 有 P(z;)==W. 
如 果 有 另 一 个 这 样 的 多 项 式 Q(z) 洲 足 条件 ， 那 么 在 k 个 不 同 
的 点 上 差 P(z) 一 AQ(z) 恒 为 零 ， 而 六 个 多 项 式 的 次 数 都 过 k 一 
1， 所 以 P(z)= Q(z), 

现在 我 们 选取 数 z，zi ，…zx-: 为 上 次 单位 根 ， 得 

定理 8.3 给 定 k 个 复数 W.， Wi, Wg- 则 存在 k 个 唯 
一 确定 的 复数 a。， ai, "ALA; 使 得 

(1) w.= 2 ae 2ximn 
对 m 一 0，1，2，…,k 一 1 都 成 立 。 此 外 ， 系 数 a, 由 公式 


k-1 er 
(2) a= > W k^ n-0, 1, 2, ^, k-1 
AX. 
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证 明 邻 zo=e FO. HtYz mo zo EERI 
同 的 ， 所 以 有 一 个 唯一 的 1agrange 多 项 式 
P(z)= Stayz", 
使 得 P(z,)= Ws。， 对 每 一 个 m= 二 0，1，2，…， 一 1 成 立 . 
这 说 明 有 唯一 确定 的 一 组 数 a, 满 足 ( 1 ). 为 了 得 出 a, 的 公式 


(2 ) ,我 们 用 e- 一 乘 (1 ) 的 两 边 ， 其 中 m 和 r 是 小 于 上 的 非 
负 整 数 ， 并 对 m 求 和 ， 得 

3 We™ Sa, Se Lrrpe-r E 
根据 定理 8.1，m 上 的 这 个 和 是 零 , 除非 kl(n-r), 但 是 
In-r|«k-i, BiBkl(n-r)"«Bítna-r, Bb, Ae 
的 仅 有 的 非 堆 的 项 出 现在 an 一 r 时 ， 我 们 得 到 


k—1 
> Wae k =ka, 
m= 


这 个 等 式 给 出 了 我 们 的 (2 ) 式 . LT 
定理 8.4 令 f{ 是 一 个 县 有 周期 k 的 数论 函数 ， 于 是 有 一 
个 唯一 确定 的 周期 也 是 k 的 数论 函数 9 ， 使 得 


F(m)= 3 sme t 
”实际 上 ，g 由 公式 
g(--L 3 fme 7 


给 定 . 

证 明 3 We Tem), m=0, 1, 2, -«k—1. 利用 定 
RN al，'…ar-1。 由 关系 Rn) a m=0, 
1, 2, kee, FP Cm ) i] jg EJ U BAT dE 
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数 ， 使 其 有 周期 k. 于 是 { 与 gs 有 定理 里 的 关系 式 . O 
注 ， 因 为 {和 和 g 都 是 模 :的 周期 函数 ， 我 们 能 把 定理 8.4 里 的 和 式 改写 如 下 : 


OLOKO 


(4) e= Mb fe 


此 二 式 的 求 和 都 在 模 t 的 任 一 完全 剩余 系 上 展开 . (3) & 中 
的 和 称 为 1 的 有 限 Fourier 展 式 而 由 ( 4 ) 式 确定 的 数 ce) 称 
为 {的 Fourier 系 数 . 


8.3 ” Ramanujan 和 和 及 其 推广 


在 习题 2.14(b) 里 证 明 过 Mabius 函 数 u(k) 是 k 次 本 原单 
位 根 的 和 。 本 节 推广 这 个 结果 . 特别 地 ， 令 an 是 一 个 固定 的 
正 整数 并 考虑 K 次 本 原单 位 根 的 n 次 宕 的 和 ，, 它 就 是 著名 的 
Ramanjuan 和 并 用 Cu(n) 表 示 : 


mmodk 
. (m,k)-1 
我 们 已 经 注意 到 ， 当 n= uN, APA EA Mobius py jr 
u(k)=C,(1). 


"EB, RMA Euler Bee, 因为 每 项 是 1 并 且 项 


数 是 g(k) .Ramanujan 证 明 ，Cun) 始 终 是 一 个 整数 并 具有 
有 起 的 乘法 性 质 ， 由 关系 式 

(5) C= 2. d TESI 
他 推导 出 了 这 些 性 质 . 

这 个 公式 说 明 Cu(m) 能 简化 为 w(k) 与 9(k) 的 原因 . s 
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实 上 ， 当 an 一 1 时 ， 这 个 和 只 有 一 项 , 我 们 得 到 Ci( 1)= 
nek), Em, RNA, ksk 360, 0) R(E) 
djk 

=qg( 上 )， 我 们 将 推出 以 ( 5 ) 为 特殊 形式 的 更 一 般 的 结果 ( 定 
PRS .5)， 

C. GRE LCS ) 提 示 我 们 研究 这 种 形式 的 更 一 般 的 和 

(6) i fd)g 
XE MFDirichlet RHE * eM st, 不同 之 处 在 于， 这 里 
是 dl(n，k)， 而 在 fx g 里 是 dln. 

( 6 ) 里 的 和 用 Si(n) 表 示 . 因 为 只 H M gcd, k) 
里 ， 而 (n 十 k，k)=(n，k)， 所 以 我 们 有 

S,(n+k)=S,(n), 

故 S(n) 是 周期 为 k KR, 于 是 这 个 和 有 一 个 有 限 
Fourier 展 式 。 下 面 的 定理 告诉 我 们 ， 它 的 Fourier 系数 由 
同一 类 型 的 和 式 给 出 . 

定理 8.5 GS) E ODA) ms.) 有 
有 限 Fourier 展 式 

(7) Sm- 33 at(m)e ES, 


其 中 
， k\d 
(8) a(m)= X, s(Df( 1). 
证 明 根据 定理 8.4， 系 数 a:(m) 由 


218 


v 


变 到 上 - ， 我 们 得 到 


-amxicdm 
k 


II 


现在 我 们 把 右边 的 和 式 里 二 -与 d 互 换 ， 得 


—2 xi em 


e oL X (ec) De 


[EA SEXES. 1, MidjmBl, c Fak 8120, Sid|mmj, 3x 
个 和 的 值 为 4， 于 是 


这 就 证 明了 ( 8 ) 式 成 立 . L1 
我 们 限定 {和 g 为 特殊 的 函数 可 得 到 前 面 的 Ramanujan 
AK AK, 
定理 8.6 RNA 


Gm), 1 Qus du(}-). 


证 明 ”在 定理 8.5 里 取 {(k)=k，&(k) 一 u(k)， 
我 们 得 


osima 


> du( 二) D ame | 


a1 (@,k) m modk 


其 中 
a(m= 2, ud) -[ ] 


fi WPm, k)=1 
0 mm, k) 1, 
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8.4 ”和 和 Sx (n) 的 乘法 性 质 
定理 8.7 Ç 
sn- X, fos -). 


其 中 { 和 9 都 是 积 性 函数 ， 则 我 们 有 
(9) $,,(ab)-$,(a) S,(b) 3 (a, k)=(b, m)=1 


BJ. 
al, RNA 

(10) S.(a, b) =Sa(a) 24(b, m)—iHj, 
与 


(11) S..Ga) = S.Ga)g(k) #(a, k)= 1 时 ， 
证 明 h(a, k)=(b, m)= IB (SAIE) 
(mk, ab)=(a, m)(k, b) 
以 及 (a，m) 和 (b， 上 ) 互 素 ， 因 此 
Seeab)= X. (@e( BE 


di (mk,« 


yf mk 
= io Beg Oe d ). 
在 最 后 的 和 式 里 写 d= did,， 我 们 得 
k 
S. (ab)= 27 > iade) 


dalain) dal (bh,k) 


| 
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2 LL 


= 3. fe"), Bee) 
=Sala)S (Cb), 
AMETS). 
在 (9 Rk =1, RAVER 
Sala b)= S, n a)S.(b)=S,(a), 
XEAHS, (L= 1 )g( 1 =1, #(9 ) 里 取 b==1， 并 因为 
SiC = fC! "TD 我 们 得 到 
Sni(a)= Sn(a)Si( 1 )= Sn(a)e(k). 
这 就 证 明了 (11). L1 
H ”对 Ramanujan 和 我 们 有 下 列 乘法 性 质 ， 
C,,(ab)=C,(a)C (b) Ata, k)-(b,m)- 18j, 


C,(ab)=C,(a) Mb, m)-18Hf, 
C. (a) C (a)u(k) Ma, k)= 181. 


有 时 可 用 Dirichlet 乘 积 { 永 g 来 计算 SC(a)， 在 这 方面 我 
们 有 ， 
定理 8 .8 邻 f 是 完全 积 性 的 ， 并 令 g(k)- u(kOkCk), 
其 中 是 积 性 的 . 假设 对 所 有 的 吝 数 p，f(p) 二 0 并 且 f(p)y>= 
hip)， 并 令 k 
Sin)= X. KD) 
BA, RNA 
LECON) 
So 一 FIN 一 ， 
k 
(n,k)* 
证 明 首先 我 们 注意 到 


其 中 F=fx* g，N= 
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eog cen) 
= > (Ap )u(ayh(a) 
= 5) wd) A 


eon) 
AX, Sll*ja—(n, k), Bik—aN, TERNA 
S,(a)= a Mer E) 


«d 


Den 


M(N, =n}, nCNG) = oa TECON, d) > 时 1 
n(Nd)=0. 所 以 最 后 药 等 式 给 我 们 
S.G) =n(N)B(N) 22 (Peka) 


T 15- 1 


=U 2b a u 


3 
| 
E 
= 

— 
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= F(kyu(N)b(N) _ F(k)e(N) n 
F(N) F(N) ^" 


BU 对 了 Ramanujan 和 我 们 得 到 下 面 的 简化 式 ， 


Cony a la ky) 
q(N) k . 
(Gi) 


8.5 与 Dirichlet 特 征 相伴 的 Gauss 和 


定义 ”对 任 一 Dirichlet 特 征 x modk, Af 


G(n, x)= Mx(m)e + 
称 为 与 x 相伴 的 Gauss 和 . 
如 果 x=xj 是 主 特 征 modk， 当 (m, k)=1， 我 们 有 


x,(m)=1, 而 在 其 他 情况 下 ， x,(m)=0, 这 样 ，Gauss 和 
简化 为 Ramanujan 和 ， 


k aimn 
Gin, x)= M e U =C.(n), 


PBGauss#lG(n, x)W&&fEAcRamanujanfü WHEY", ME 
我 们 转 而 详细 地 研究 它 的 性 质 ， 

首先 一 个 结果 是 因 式 分 解 的 性 质 . 它 在 子 序列 的 展开 式 
中 起 着 重要 的 作用 . 

定理 8.9 如 果 x 是 任 一 Dirichlet 特 第 modk， 则 有 

G(n, x)=x(n)G(1, x) 当 (n，k) 一 1 时 ， 

证 明 当 (na，k)=1 时 ， 数 nr 随 若 一 起 通过 模 上 的 一 个 

完全 剩余 系 ， 而 且 |x(n)1? 一 xCn)x(a) 一 1， 所 以 ， 
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x(r)=x(n)x(n)x(r)=x(n)x(nr), 
B, ELGE, x) AIRES In TEsSQ, 


2xinr 


G(n, x)= P GO * 


2xihnt 


= x(n) pP x(ar je k 


一 一 xim 
= x(n) wary, C m)e k 


—x(n)G(1, x). 
定理 得 证 . [ 

X GaussfiiG(n, x) 说 是 可 分 的 ， 如 果 

(12) G (n, x)ex(2)G(1, x). 

定理 8.9 告诉 我 们 ， 当 "与 模 k 互 素 时 ，G(n，x) 是 可 
SH. 对 于 与 K 不 互 案 的 那些 n%， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 8.10 如果 x 是 一 个 特 征 mogk， 则 对 每 一 个 n， 
G(n，x) 是 可 分 的 当 且 仅 当 

G(n, x)=0 ZE(n, k)> 4187. 

证 明 (a, k)=1HBF, TAERA Re po sr Bu. TA 
(n, k)>1, 我 们 有 x(0) 一 0， 所 以 等 式 (12) 或 立 当 且 (z 当 
G(n, x)=0. [] 

TR B e 5 UO A EE PC 

定理 8.11 和 如果 G(n，x) 对 所 有 的 n 都 是 可 分 的 ， 则 有 

(18) |G(1, x)]'=k. 

证 明 ”我 们 有 有 

|G(1, o0]? 5 G(1, x) GOL, x) 
=GU, x) X K (me 6 
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1i 

viu 
Q 
rm 
Ë 
> 
= 


met 
k k x r —2ajm 
=> Dx je Fe ` 
m=, re1 
k 2ximí(r-1 
= ye 


四 为 最 后 一 个 mm 上 上 的 程式 是 一 个 几何 和 ， 除 r=1 之 外 ， 它 的 
EAF. 


8.6 县 有 非 零 Gauss 和 的 Dirichlet 特 征 


对 模 k 的 每 一 个 特征 x， 我们 看 到， 当 (n,，k)=1 时 ， 
G(n，x) 是 可 分 的 . 对 于 (n，k)>1，G(na，&) 可 分 等 价 于 
G(n, 上) 为 零 ， 现 在 我 们 描述 , 在 (n, k)>i kj, we 
G(n, Xx)=0 的 特征 x 的 进一步 的 性 质 , 实际 上 ， 研 究 
G(Ga，x) 所 0 的 x 更 简单 . 下面 的 定理 给 岩 对 于 (nan，k)>1 ， 
x) 非 零 的 必要 条 件 . 

定理 8.12 Sx BDirichletye4e modk, 六 没 对 于 满足 
《n，k)>1 的 某 个 n， 有 G(n，xX) 关 0、 那 么 存在 k 的 一 个 因数 
d, d<k, 5 

(14) x(a)=1, EH(a, k)=1Ba=iCmodd) 

WEN) ”对 于 给 定 的 ， 令 d= (n，)， d= 于 是 


了 dkK， 又 因 q>1， 我 们 有 d4<k, 选择 任 一 满足 Ca， 上 下) 一 上 与 
a=1(mod d)ija, RHE x(a)=1. 

因为 (a，k) 王 1， 在 定义 Ga，x) 的 和 里， 我 们 可 EL 
指标 巴 换 为 am ， 我 们 得 到 


G(n 


` 
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2Tinam 


一 x(a) > ， x(m)e = 


因为 a=1(mod DJ Bd o 我 们 能 够 写 ae=1+( -ee )， 
b 是 整数 ， 我 们 有 


ann — nm , bknm nm " bnm 
k k ^ qk k q 
=- (mod 1) 


xianm 27min 


这 因为 aln， 于 是 * =e CE 3EBG(n, x) 的 和 变 为 
G(n, x)=x(a) 2i *(m)e UE 
—x(a)G(n, x). 
因为 G(n，x) 二 0， 得 出 x(a)=1. LT 
EWR eggs] ERNER kaki EGE, 对 这 些 特 
征 ， 有 有 上 的 一 个 因数 d4<k 满 足 (14)， 这 就 是 下 面前 讨论 . 


8.7 诱导 模 与 本 原 特 征 


诱导 柑 的 定义 ” 令 x 是 一 个 Dirichlet 特 征 modk， 并 令 
dx 的 任 一 正 因数 ， 数 4 叫做 是 x 的 一 个 诱导 模 FRY 
(a, k)=1Ra=1(mod d) 时 ， 我 们 有 

(15) x(a)—1, 

言 之 ， 如 果 模 k 的 特征 x 与 模 d 的 一 个 特征 在 模 d 的 38 
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佘 类 工 所 表示 的 数 上 作用 相同 ， 而 这 些 数 是 与 z 互 素 的 ， 则 
d 是 一 个 诱导 模 ,， 
注意 ,上 自身 对 于 Xx 总 是 一 个 诱导 模 ， 


定理 8.13 邻 x 是 模 k 的 一 个 Dirichiet 特 征 ， 则 1 对 于 x 
fe—-T RSE HAX, 

证 明 Xxx, WDIBUSSkHxUWa, Hx(a)-1. 
但 因 每 一 个 a 均 满足 a 三 1(mod 1)， 故 数 1 是 一 个 诱导 模 ， 

反之 ， 如 果 1 是 一 个 诱导 模 ， 则 当 (a，k)= 1 时，x(a) 
二 1， 所 以 x 二 xX;!， 因 为 在 与 k 不 互 素 的 数 工 ，x 为 零 . 

对 模 z 的 任 一 Dirichlet 特 征 ， 模 K 笑 党 是 一 个 诱 S n 
AYE RA BUS SER, RIEZ FERRE ALAS ABU, 
样 ， 我 们 有 

本 原 特征 的 定义 ” 模 k 的 一 个 Dirichlet 特 征 电 做 是 本 原 
的 modk， 如 果 它 没有 诱导 模 d<k. 换言之 ，x 是 本 原 的 
modk， 当 且 仅 当 ， 对 k 的 每 一 个 因数 d， 0 过 4 二 k， 存 在 一 
个 整数 a 三 1(mod d)(a, k)=1, (#ix(a)*1, 

如 果 k>1， 则 主 特征 xi 是 非 本 挨 的 ， 因 为 它 有 1 是 诱导 
模 . 下 面 我 们 证 明 ， 如 果 模 是 素数 ， 则 每 一 个 非 主 特征 都 是 
本 原 的 . 

定理 8.14 —— 是 是 本 原 特 征 
modp. 

证 明 p 仅 有 因数 1 和 p, 所 以 只 有 这 两 个 数 可 能 为 诱导 
Ei. 但 如 果 x 志 x;， 则 约 数 1 不 是 诱导 模 ， 所 以 x 没有 <pBJ 
诱导 模 ， 于 是 x 是 本 原 的 . 

现在 我 们 用 本 原 特征 的 说 法 来 重新 叙述 从 定理 8.10 至 定 
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理 8.12 的 结果 ， 

定理 8.15 ” 令 x 是 一 个 本 原 的 Dirichlet 特 $£ modk, AE 
ZENE 

(a) Gin, x)=0 对 每 一 个 具有 (n, k)> 1K, 

(b) G(n，x) 是 可 分 的 ”对 每 一 个 n， 

(c) 1G(1，x)12 =k, 

证 明 如 果 对 某 个 满 (n, k)18n, G(a, x)«0, 
那么 由 定理 8.12 得 出 x 有 一 个 诱导 模 4<<k， 所 以 x 不 是 本 原 
的 ， 这 个 矛盾 证 明了 (a) 成 立 ， 由 (a) 与 定理 8.10 立 即 得 出 
(b). 由 (b) 与 定理 8,11 立 即 得 出 (c)， 

注 定理 8.15(b) 指 出 ， 当 x 是 本 原 的 时 ，Gauss 和 G(na，x) 是 可 分 的 .在 后 面 
我 们 将 证 明 它 的 着， 即 如果 对 每 一 个 a，G(a，z) 是 可 分 的 ， 则 x 是 本 原 的 ，( 参 
定理 8 19). 


8.8 诱导 模 的 进一步 的 性 质 


下 看 的 定理 论 及 x 在 一 些 数 上 的 作用 ， 这 些 数 对 于 以 诱 
导 炉 为 村 是 癌 余 的 ， 

ES .16 令 x 是 一 个 Dirichlet 特 征 modk， 并 设 dk， 
dg, Bz dyus ey B16) x(a)=x(b), 其 中 
(a, k)=(h, k;=1, Ha=b(modd), 

TED] “如 时 (16) 成 立 ， 则 d 是 一 个 诱导 模 ， 四 为 我 们 可 
以 选取 th 一 证 利 用 (15) 式 。 现 在 我 们 证 明 其 赣 ， 

iXKadsbba(a.k)—(b,k)—iJ3fbHaseb(modd), 42 ii 
YrücUbx(a)- x(b).4a' ja Tp3£modk, Haa’ =1(modk), 
因为 (a，K) 王 1， 所 以 这 个 道 a' 存在 .因为 dj， 所 以 aa' = 
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1(modd), 因为 4 是 一 个 诱导 横 ， 于 是 x(Caa' )=1. 但 aa' = 
ba'=1(modd), 这 P Yyasb(modd), 于 是 x(aa' ) = 
x(ba') 所 以 
x(a )x(a’) =x(b)x(a’), 
但 因 x(a)x(a') 王 1， 所 以 x(a') 关 0. 消去 x(a' ) 后 ， 我 们 得 
Z)x(a)=x(b), 证 明 完 成 . Ü) 
(16) 式 告诉 我 们 ， 在 与 f 互 素 的 那些 数 上 ，X 是 周期 函 
数 modd. 这 样 ，x 的 作 几 很 象 模 d 的 一 个 特征 ， 为 了 进 一 
步 斌 究 这 个 关系 ,讨论 几 个 例子 是 有 意义 的 . 
例 1 下 面 的 帮 列 出 了 模 9 的 一 个 特征 . 
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 


x(n) i-1 0 1—1 0 1-1 0 
我 们 注意 ， 这 个 表 以 模 3 为 同期， 所 以 3 是 x 的 一 个 诱导 
É, Xm, x 的 作用 与 F ee 
n 1 2 3 
y(n) ] —1 0 
因为 对 所 有 的 1， 有 x(n)= 中 (+)， 所 以 我 们 称 x 是 的 一 个 延 
4p. 显然 ， 当 Xx 是 横 d 的 一 个 特征 中 的 延伸 时 ， 则 d 是 x 的 一 个 
yis. 
Bio Seg ESRB A RMEX: 
n 123 4 56 


x(n) 100 0-1 0 
在 这 种 情况 下 ， 因 为 对 所 有 的 n 二 1 (mods), (n, 6)= 
1， 有 x(a)=1， 所 以 数 3 是 一 个 诱导 模 ，《〈 仅 有 一 个 这 样 的 
联 ， 即 n 一 1 ) ， 可 是 x 不 是 模 3 的 任何 一 个 特征 中 的 延伸 ， 因 
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为 模 3 唯一 的 特征 是 主 特征 和 : ， 它 由 下 表 给 定 ， 


n 1 2 3 


vu, 1 1 O 


而 特征 了 在 例 1 里 己 经 给 出 ， 因 为 X(2) 一 0， 所 以 x 不 能 是 Ya 
或 的 延伸 ， 

这 两 个 例子 说 明了 下 面 的 定理 ， 

定理 8.17 邻 X 是 模 k 的 一 个 Dirichlet 特 征 ， 并 设 djk， 
d>>0， 那 么 下 面 两 条 是 等 价 的 

(a) 4 是 X 的 一 个 诱导 措 . 

(b) 存在 和 模 d 的 一 个 特征 上 ， 使 得 
(17) x(n)= AKn)xi:(n) 

对 所 有 的 "成 立 ， 其 中 X ,是 模 k 的 主 特征 ， 

WEB] 假设 (b) 成 立 ， 选 择 9， 使 (n, k)—1, n = T 
(mod d), NHix,(2)—$(2)—1, fiblx(n) 1, Fed 是 一 
个 诱导 模 ， 这 样 ， 由 (bp) 推出 了 (a). 

现在 假设 (a) 成 立 ， 我 们 可 以 我 出 一 个 特征 modd， 使 
(17) 式 成 立 ， RMF HE XQ). mPa, d>, WS 
b(n)=0， 这 时 也 有 (n，k) 之 1， 因 为 两 端 为 零 ， 所 以 这 时 
(TJR. 

现在 我 们 假设 (na，d)= 1， 则 存在 一 个 整 数 m， 使 m= 
n(mod d), (m, k)=1, 这 能 出 Dirichlet 定 理 立 即 得 到 证 
实 ， 因 为 算术 级 监 xd +n 中 有 无 穷 多 个 素数 ， 我 们 可 选择 一 
个 除 不 尽 k 的 这 样 的 素数 并 记 为 un， 于是， 结论 起 不 难 理解 
的 ,这样 的 m 的 存在 性 不 用 Dirichlet 定 理 也 容易 确定 ，( 作 
为 一 个 代理 的 证 明 请 参看 习题 8.4 ) ， 所 选 出 的 m， 对 于 Bid 
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` 是 唯一 的 ， 我 们 规定 
Q(n)—x(m). 
因为 在 与 k 互 素 并 对 模 d 同 余 的 那些 数 上 ，X 取 得 相同 的 值 ，” 
所 以 数 中 tn) 是 完全 确定 的 ， 
实际 上 ,读者 容易 验证 ，x 是 模 d 的 一 个 特征 ， 下 面 我 
们 证 明 ， 对 所 有 的 n，(17) 式 都 成 立 ， 
Wma, k)—1, Win, d)—i1,BTEIXjm- n(mod d), 
有 由 (na)=X(Cm)， 于 是 根据 定理 8.16， 因 为 Xi(na) 王 1， 有 
x(n) 9xCmn) - $(n) — A(n)x (n). 
WRC, k)>1, Njx(n)—xi(n)—0, FACT) PSA 
EF. 所 以 (17) 对 所 有 的 1 成 立 ， 口 


8.9 特征 的 前 导 子 


定义 ” 今 x 是 模 k 的 Dirichlet 特 征 . X 的 最 小 诱 导 模 称 
为 是 x 的 前 导 子 . 

定理 8.18 模 K 的 每 一 个 Dirichlet 将 征 能 表 为 乘积 式 
(18) x(n)== 中 (n)xitn) 对 所 有 的 n. . 

其 中 x1 是 模 k 的 宇 特征 而 中 是 以 x 的 前 导 子 为 模 的 本 原 特征 ， 
证 盟 ” 令 d 蚌 x 的 前 导 子 ， 由 定理 8.17 我 们 知道 ，x 能 
WHMCS KE, IEF EREE, 现在 我 们 证 明 耻 是 

模 d 的 本 原 特 征 . 

我 们 假设 中 不 是 模 d 的 本 原 特征 并 得 出 一 个 矛盾 。 如 果 p 
对 模 d4 不 是 本 不 的 ， 则 在 在 d 的 一 个 约 数 9<<d， 它 是 3 的 一 个 
诱导 术 ， 我 们 将 证 明 这 个 q 也 束 除 k 并 且 也 是 x 的 一 个 诱导 
模 ， 这 与 4 是 X 的 最 小 诱导 模 矛 盾 ， 
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选择 n 三 1(mod q), (n, k)=1, TX 
x(u)=j(n)x Á (n)=j(n)=1, 
这 因为 q 是 中 的 一 个 诱导 模 . 于 是 q 世 是 X 的 一 个 诱导 模 ， 这 
是 一 个 矛 后 ， 


8.10 本 原 特征 与 可 分 的 Gauss 和 


作为 前 述 定 理 的 一 个 应 用 ,下面 我 们 给 出 本 原 特征 的 一 
ARX. 

定理 8.19 令 x 是 模 k 的 一 个 特征 ， 则 x 是 模 k 的 本 原 特 
年 当 且 仅 当 Gauss 和 

G(n, x)= 2 x(m)e 

对 每 个 n 都 是 可 分 的 . 

证 明 如 果 x 是 本 原 的 ， 则 根据 定理 8.15(b)，G(n, x) 
:是 可 分 的 ， 现 在 我 们 证 明 其 道 . 

根据 定理 8.9 与 8.10， 只 要 我 们 能 证 明 ， 当 x 对 模 k 为 dE 
本 原 时 ， 有 某 个 满足 (r， 上 )>>1 的 r， 使 G(r，)x 志 0, 那 么 本 
定理 的 证 明永 完成 了 ， 于 是 假设 x 对 模 k 是 非 本 原 的 ， 这 总 
指 k>1， 于 是 x 有 一 个 前 导 子 4<k， 令 + 一目 ， 则 (r，k) 
> 下 面 我 们 证 明 ， 对 这 个 r，G(r，X) 二 0. 

根据 定理 8.18， 存 在 模 d 的 一 个 本 原 特征 中 , 使 得 对 所 
有 的 9 ， 有 Xx(n)== 涉 nn)x1(n)， 于 是 我 们 可 写 


GG, x)= 2) A(m)yx:(m)e + 


zximn 
k 
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= 2I Hae 


ql xin 
1 p Bu hoe 


其 中 ， 最 后 一 步 我 们 利用 了 定理 5 33(a), 因此 ， 我 们 有 
Gir, x)= 8) Ga, W). 


o(d) 
ERE png 15, IGO, =d (A Wve Bi d E: Ze 
É). WmG(r, x)=0. WHER. ni 


8.11 Dirichlet## En A IR Fourier a 


因为 模 k 的 每 一 个 Dirichlet 特 征 都 是 周期 的 modk， 记 
以 它 有 有 限 Fourier 展 开 式 


(19) x(m)= Dar(n)e E, 
定理 8.4 还 告诉 我 们 ， 它 的 系数 由 公式 
as(ayet-Sx(me 4 ° 


给 定 . JU fA GausssIG(—n, x), PARMA 
(on a,(n)= A Sa, x), 


当 X 是 本 原 的 时 候 ，Eourier 展 开 式 (19) 能 表示 如 下 ， 
定理 8.20 模 k 的 本 原 Dirichiet 特 征 X 的 有 限 Fourier 
展开 式 有 形式 


(21) x(m)- (X Sane, 
其 中 
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(22) (x)= S x = Èxm)e z 
Br DB THA T. 
TEM 因为 x 是 本 原 的 ， 所 以 我 们 有 G( 一 n，x) 
=% (n)G(1,x) ,又 由 (20) 得 出 a (1) = XCon6Q 0 


天 此 (19) 能 写 为 


这 与 (21) 式 相间 ， 由 定理 8.11 说 明 Ttx (x) 的 绝对 值 为 1。 P) 
8.12. 本 原 特 征 部 分 和 的 P6lya 不 等 式 


在 第 七 章 给 出 的 Dirichlet 定 再 的 证 明 中 利用 了 关系 式 
2 (m) | <o), 

它 对 模 z 的 任 一 Dirichlet 特 征 与 每 一 个 实数 x>1 成 立 ， 当 
x= x W, BD 2 xs (n) ee (),. MAR ERRE Be 
BET, EPON, HEARN M, EDAOR 
等 式 有 一 个 大 的 改进 ， 

定理 8.21 P56lya 不 等 式 ， Wyse ke — GI 
4E. 那么 对 所 有 x 之 1， 我 们 有 


(23) 


> xm) <./k logk, 
证 明 我们 用 有 限 Fourier 展 开 式 来 表示 x(m)， 由 定理 
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3.20 给 出 
(m) =x) OD sea, 
GIU sco "m 


T. k-1__ -2ximn 
Si x(m) = OO Sx 
m«x Jk na] m: x 


这 因为 x(k) 0， 再 取 绝 对 信 江 用 VE SUE. RTA 
(24) VE [Erm] 


一 2 和 ima 
` k 
<= & | 


1 m. x 


= Xf), 
其 中 ， 


(= Se 37 
于 是 
{(k—n)= XO — (he =a). B Se am 
Bre, (fCk—n)|=|f(n)|, 于 龙 (24) 可 写 为 
(25) Jk | xm)|<2 X lf). 
于 是 ，f(n) 是 一 个 形 如 i 
i(n)= Èy” 


in 


的 几何 和 . Hor D, y=e quo 1<n<k—t, 


所 以 ys1. ze E", RNY, Wasp, zx 
1. 于 是 我 们 有 
=z? zt] rey ZZ 


f(n)= y- 
(n)= y yaa a — 


-~-r 


所 以 有 
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-Xira *irh 
zi — z! e —e 
(26) f(n) -| zz |- xin zis 
e 一 6 k 
. mrn 
sin—— 
_ k 1 
| ' 2 rn 
sin sin— 
x k 


现在 我 们 利用 不 等 式 sintz 2t, EXPO t= 


EJ 
是 正确 的 ， 得 到 


1 k 
{< 2n ° 
x k 
于 是 (25) 变 为 
VE |Z x)| <k B+ <klogt, 
这 证 明了 (?3). i m 


注 ， 在 后 面 的 章节 里 我 们 将 证 明 ，Pelya 不 等 式 能 推广 为 对 任意 非 主 符 征 ， 
对 于 非 本 原 特征 ， 它 有 形 式 
2i x(m)-0C V/k logk), 


( 人 参看 定理 13'15 ) 


nt kxt = 
> > x—1 ° 


2. 当 x 不 是 整数 时 ， 令 ((x))=x 一 [x] 一 也 .在 其 他 情况 
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CT. 2((x))=0, HE, COD xis Il ud Bj A BER 
数 ， Mn JÉHn-0, 证 明 
())=- z pz sin_2zkm . 


11 m=1 n 
AC, (mm) 表示 Ramanujan 和 ， 并 令 M(x)== D u(n) 为 
Móbiusp tn WA) f, I 


(a) 证 明 
Sc" xe(1) 


特别 ， 当 0 二 m 时 ， 我们 有 
ctw- Bam(-2). 
(b) 利 用 (a) 推 出 


m 
M(m)=m 21 C) SC.) 


(c)uE BH 

àoo-m 9) 
令 n，a，d 是 给 定 的 整数 并 且 (a，d)==1. Xe m=a + 
qd， 其 中 q 是 除 尽 na 但 不 能 除 尽 a 的 所 有 素数 的 乘积 (可 
能 是 空 的 ) . 证 明 

m=a(modd) 并 (m, n) =1. 
如 果 吓 是 奇数 , k=2m, 证 明 , 存在 模 K 的 一 个 非 实 本 原 
Ay AKT RE. Rk, Mk, exi) HS BE, UE 
明 ，k,，k, 的 最 大 公约 数 《 上,，k, ) 也 是 x 的 诱导 模 .. 
证 明 x 的 前 导 子 除 尽 x 的 每 一 个 诱导 模 , 
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11. 


在 8 至 12 题 里 ， 假 设 k 一 k,k,…k,， 其 中 正 整 数 ， 
EMMEK: (ki, ky) =i, ij. 
(a) 给 定 任 一 整数 a， 证 明 存 在 一 个 整数 ai ， 使 得 a; =e 
( modk; ) 3fHa; 221 (modk; ) 对 所 有 j<i， 
(b) 令 x 是 模 kK 的 一 个 特征 .由 等 式 

x:(a)=x(a;) 
定义 Xi 其 中 a ;是 (a) 部 分 里 的 整数 . WE BJ Xx; 是 模 kK; 的 
特征 . 
证 明 模 zk 的 每 一 个 特征 能 够 唯一 地 表 为 因子 乘积 的 形式 
Xx 一 X1X，…X:， 其 中 ;是 k; 的 特征. 


， 令 fx) 表示 x 的 前 导 子 ,如果 x 有 第 9 题 的 因子 分 解 式 ， 


WH, f(x)=f(x,)'f(x.). 
tr AT SS 9 题 的 因子 分 解 式 ， 证 明 ， 对 每 一 个 整数 a， 
我 们 有 


Gla, = Is). x), 


h HES o HN t- iie eb 
Hopa kie EB eB 


.如果 Xi 有 第 9 题 里 的 因子 分 解 式 ,证 明 X 是 本 原 的 


modk， 当 且 仅 当 每 一 个 X; 是 本 原 的 modk;, [提示 ， 
SEES. 19]. 


， 令 X 是 模 K 的 本 原 特征 ， 证 明 ， 当 N< Mi 叶 ， 我 们 有 


X xin)! 2 LI 
Som | ep Vk fos ， 


m=N+1 


. 这 个 题 描 述 了 Poelya 不 等 式 的 一 个 小 的 改进 ， 可 参阅 定 


理 8,21 的 证 明 . 由 不 等 式 (26)， 可 写 
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15. 


16. 


Diw — < 


0T 000m 
m s<} Sin sin— 
k k 
Ë dt 
! sin nt 


证 明 这 个 积分 小 于 一 (二 -)1og (sin( otn 
[E r) |< r+ EVilogk. 


由 于 商 -在 主 项 里 ， 这 改进 了 Polya 不 等 式 ， 


Kloosterman#IK(m, n, k) 定 义 如 下 ， 
K(m, n, k)= 5 QUU 


, 


Eth 是 h 的 倒数 modk . 当 k|a 时 ,这 简化 为 Ramanujan 
#iC. Cm), 推出 下 列 Kloosterman 和 的 性 质 ， 
(a) k(m, n; k)=k(n, m; k). 
(b) k(m, n, k)=k(1, mn; k) 其 中 (m, k)=1., 
(c) m ERA, k,, k,, Ck,, k;) —1. 证 明 . ff 
在 整数 na, 和 an。 ， 使 得 
nzn,ki-c4n,ki (modk,k,), 
并 且 寺 这 至 整数 ， 我 们 有 
«Gn, n; k,k,)—k(m, n,; k,)K(m. n,; k,). 
这 归结 为 研究 特殊 情形 m Kloosterman 和 K (m, n; 
p°), Joi pase 
MAA kee, n>—0, MJQ 
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2zibr* 

Gk, me Xe c 
称 为 二 次 Gauss 和 ， 推 出 二 次 Gauss 和 的 下 列 性 质 ， 

(a) G(k; mn)=G(km, 2)G(kn, m)>4 (m, n)=1 


这 归结 为 研究 特殊 情况 的 Ganss 和 G(k，p")， 共 中 P 是 
(b) 令 p 是 一 个 奇 素 Me, płk, a22, 证 明 G(K，p") 
=pG(k; p^), 并 推出 
G(k, ps) =Í p? o2; f i, 
CITG(k, p) ”a 为 奇数 . 
Gauss#lG(k; Pp) 的 进一步 的 性 质 出 现在 下 一 章 里 ， 在 
那里 ， 证 明了 G(k，P) 等 于 与 模 p 的 某 个 Dirichlet 特征 x 相 
FER GaussAIG(k, x), 《参看 习题 9.9，) 
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第 九 音 ”二 次 剩余 与 二 次 互 反 律 


9.1 二 次 剩余 


我 们 在 第 五 章 里 曾经 指出 ， 解 一 个 多 项 式 同 余 式 
f(x)=0 (modm ) 

的 问题 能 简化 为 解 具有 素数 模 的 一 些 同 余 式 加 上 一 组 一 次 同 
AX, 本 章 讨 论 形 如 

(1) x'zn (modp) 
的 二 次 同 余 式 ， 其 中 p 是 一 个 奇 素数 并 且 n0 ( modp ) . 
因为 模 是 素数 ， 我 们 知道 ( 1 ) 最 多 只 有 两 个 解 ， 再 且 ， 如 果 : 
x 是 解 ， 则 一 x 也 是 解 ， 于 是 解 的 个 数 是 0 或 2. 

定义 ”如 果 辐 余 式 ( 1 ) 有 解 ， 我 们 就 说 a 是 模 p 的 二 次 
fet. HARP, 如果 ( 1 ) 没 有 解 ， 我 们 就 说 n 是 模 了 的 
二 次 非 剩 余 ， 并 记 为 naRp , 

两 个 基本 问题 在 二 次 剩余 理论 中 占 支 配 地 位 ， 

1. 给 定 一 个 素数 p， 确 定 哪些 n 是 模 p 芍 二 次 剩余 ， 哪 
Honjig PHY UREA 

2, 答 定 4， 确定 素数 p， 对 这 些 p，a 是 模 p 的 二 次 MM 
余 ， 而 对 另外 那些 素数 p，n 是 模 ? 的 二 次 非 列 余 ， 
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我 们 从 解决 问题 1 的 一 些 方法 养 手 
例如 ， 为 找 出 模 11 的 二 次 剩余 ， 我 们 把 数 1，2，…，10 分 别 
平方 并 简化 为 11 以 内 的 数 ， 我 们 得 
q1^z1, 274, 37=9, 4: =5, 57=3 (modli), 
只 要 这 前 面 一 半 的 平方 数 就 够 了 ， 因 为 
61=(—5)2==3, T!ss(—4)? 5, 
10? =(—1)? =1(modi1), 
Birch, WLU CURIE, 3, 4, 5, SIMMER Ate, 
6, 7, 8, 10, 
这 个 例子 说 明了 下 面 的 定理 ， 
定理 9.1 令 P 是 一 个 素数 ， 则 模 P 的 任 一 简 EARR 
好 包含 了 模 P 的 《P17 个 二 次 剩余 与 -中 1 个 二 次 非 


Hs. ASH | 
2 2 2 ese P— 2 
(2) 12, 27, 8, (xt) 
的 剩余 类 就 是 模 ? 的 全 部 二 次 剩余 . 
证 明 首先， 我们 注意 (2 ) 中 各 数 对 模 p AAR, 实 
Web, Henr! (modp), 1«x« 0D, yay 


C D. 则 


(x-y)(x+y)=0 (modp), 
{Ai<x+y<p, BrUx—y-0(modp), TA x= vy. Bey 
(p-K)'zK* (modp) 
所 以 ， 任 何 一 个 二 次 剩余 恰 与 ( 2 ) 中 之 一 数 同 余 modp ES 
完成 . CC 
下 面 列 的 二 次 剩余 RE IER ER 的 短 表 是 借助 子 定 
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理 9.1 得 到 的 . 


p-3 p=5 p 一 了 
R, 1 1, 4 1, 2, 4 
R, 2 2, 3 3, 5, 6 
p=il p—13 
R. 1, 3, 4, 5, 9 1, 3, 4, 9, 10, 12 
R. 2, 6, 7, 8, 10 2, 5, 6, 7, 8, 11 


9.2 Legendre 符 号 及 其 性 质 


定义 ” 令 p 是 一 个 奇 素数 ， 如 果 n 专 0 (modp)， 我 位 
定义 Legendre 符 号 (也 -) 如 下 ， 


当 nRp 有 时 ， 
E EP - 1 MaRpij, 
如 果 n=0( modp ) ， 我 们 规定 (也 -)=0. 
PIES EOE 
mms tenemos C) URE a/p). 


ER, Ym=n(modp) wt, (2) (C) 9m) 


是 a 的 周期 函数 ， 其 周期 为 了 
Fermat 小 定理 告诉 我 们 ， 当 pn 时，z2-: 王 1 (modp)。 


又 因 


a 1) {P-1)+1 
2 


—1)(n +1), 
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Pree n x =+1(modp). Fifi EE, 
果 nRp， 则 它 是 1， 如 果 aRp， 刚 它 是 一 1 
定理 9.2 Euler 准则 ， 念 p 是 一 个 奇 索 数 ， 则 对 所 有 的 
n, BINA 
(+) =n 7 - (modp), 
证 明 如果 rn 二 0 (modp )， 因 为 两 边 都 同 余 于 0 ， 
Haney. MERE 一 1， 则 存在 一 个 x， 使 六 = 


(P-—-1) 《了 一 1 )》 
1 2 


= (x°) 


x-1 e (-) (modp), 
这 证 明定 理 在 (--)= 1 时 成 立 ， 


ER(—)-—1. s 卡 多 项 式 

(x)= x 1, 
PAI (x eek Be ED, ga 

f(x)=0  (modp) 
Hd PED 个 解 ， 但 模 pay P= Deae 
解 ， 所 以 二 次 非 利 余 不 是 解 ， 于 是 


"c (全) 一 区 但 n 
=+1 (modp), Bibn Ce) (modp). O 
-证 明 完 成 . 
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— 1) 


定理 9.3 Legendre 符 号 ( 下) 是 n 的 完全 积 性 函数 ， 
me = 0 县 
(2 )=ou()=0. mi, £P, (F) 


G) 


如 果 pm 并 且 pfa， 则 pmn， 并 有 
mn (P= 1) -G 1) n 1) f 
(ean ses a 2)(2) 


(modp) , (22), (2), (Cote E RE c 
一 1， 所 以 差 

(2) 
只 能 是 0，? 或 一 2， 因 为 这 个 差 被 p 整除 ， 所 以 它 必定 为 0 ， 
等 号 成 立 . [1 


MOL 2a 的 一 个 完全 积 性 函数 ， 它 又 是 周期 为 bp 的 周期 函 


证 明 如果 Plm 或 pin， 则 pl mz， 所 以 ( 


数 ， 并 且 当 p | a 时， 它 为 0， 由 此 得 出 (--) 一 x(n)， 其 中 x 是 模 P 的 一 个 
Dirichietf;tE, Legendre^t 5 EOS pa HORE. 


9,8 ( m 5 COE 


定理 9.4 对 任 一 奇 素数 P， 我 们 有 
(hace {ft 当 p=1(med4) 时 ， 
P 一 1 当 p=3 (moda at, 
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证 明 ”根据 Euler 淮 则 ,我 们 有 (二 )= C077 
(modp), ， 因 为 这 个 同 余 式 两 边 是 13X— 1, 所 以 两 部 分 
W, 

定理 9.5 对 任 一 奇 案 数 p， 我 们 有 

(S) ye f! šip= +1(moda)Bf, 

P — 1234 p= c 3(modg)g, 
证 明 考虑 下 面 人 于 1) 个 同 余 式 ， 
p—1=i1(—1)! (modp ) 
2=2(—1)? (modp ) 
p—3==3(—1)° ( modp ) 
4=4(-1)4 ( modp ) 


(P-1) 


r= Pat (1) 7 (modp), 


其 中 ?是 POT D R P-D tease pe — 起， 
注意 左边 每 个 数 都 是 偶数 ， 我 们 得 到 


2.4:6…(p 一 1) 三 (下 于 上) 一 


(modp), 
-这 给 出 
， kasi p=! J(e Cn 
( modp ) . 


BUS(X9-), x ( modp ) ,这 推出 
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(Pot) 


(P1) 
2 * =(—1) 3 ~ (modp), 


根据 Euler 准则 ， 我 们 有 2 > =(2) (modo). 
因为 同 余 式 两 边 是 1 或 -1， 故 二 者 相等， 证 明 完成 ， 


9.4 Gatuss 引 理 


Euler 准则 给 出 了 计算 ( -了 ) 的 一 个 明确 的 方 法 ， 但 对 
于 较 大 的 na， 计算 可 能 变 得 行 不 通 ， 因 为 这 个 方法 需要 把 a 自 
乘 - 人 于] 次 ，Gauss 发 现 了 另 一 个 准 齐 ， 这 个 准 间 只 需 一 


个 简单 的 计算 . 
定理 9.6 Gauss 引 理 , 假设 n 直 0(modp). 考虑 下 面 


D 个 n 的 倍数 


(3) n,2n,3n,…， PR n 


对 模 P 的 最 小 正 剩余 ， 如 果 m 表 示 这 些 剩余 中 大 于 一 -的 个 
数 ， 那 么 
n m 
()- C» ， 
证 明 (3 ) 中 各 数 对 模 p 是 不 同 余 的 .我 们 考虑 它们 的 
EDERA, 并 根据 这 些 最 小 正 剩 余 是 <- RE >- 而 把 
它们 分 为 互 不 相交 的 两 个 集合 A 与 8， 如 


A={aiyaz，…ark) 
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其 中 得 一 个 ai; 二 tn(modp)，t 是 委 一 二 一 (p 1) -的 某 个 正 整数 ， 


<a <E, 
2 
B={b, „b, yor, ba} 
其 中 每 个 bi =sn(modP), s< P=) wy SE e E PEBE, 


-<b <p, 注意 ， 由 于 A 与 B 是 互 不 相交 的 ， 故 Am+k 


-P-D B 中 元 类 的 个 数 就 是 省 丙 中 的 m， 由 p 减 去 每 
Hh fn BUR IRR AA C 
C-í(c,,0,,,c a]; c;=p—b,, 
FEO <2 BEA C5 AB THAT RAY. Ful g 
IERS A CENAR. | 
说 对 基 个 i 与 有 c: =a;}， 则 9p 一 b; =a, RE atb =0 
(modp)， 因 此 ， 
tn+sn=(t+s)n=0 (modP) 
对 某 个 5s 与 t 成 立 ， ti Hity, tescD., ATT 
能 的 ,因为 Phn 并 且 0 达 s+t<P， 因 此 A 与 C 不 相交 ， 所 以 它 
们 的 并 集 AUC 在 区 "e APD aw m + k = 


LPI) s, 于 是 
AUC-1a,,a, ,*,a1,€1,€4 1, em} 
= ... _Pp—1 
EU ' 2 上 
AUC 中 所 有 元 素 的 乘积 为 
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8,8,77840,0, ta = (25+); . 
Bce;=p-b,, Bib 
(25) =a ray an(p— bs (p= bi) (o ba) 
=(—1)"a a, ar b b, Dn 
=(-1)" wa (221 
=(~1)"n(2n)(3n)-+ ( - y 


P- 


= P (CELL). (modp)， 


消去 阶乘 ， 我 们 得 
(P-1) 


° =(—1)" (modp). 
Euler 准则 指 nC Dnm (T) (modp), 于 是 


CD (3). assabittrie 明 完成 ， 口 


在 应 用 Gauss 引 理 时 ， 实 际 上 我 们 不 需 知道 m 的 准确 的 
值 而 只 需 知道 它 的 奇偶 性 ， 即 艺 是 奇效 或 偶数 即 WI. 下面 的 
定理 给 出 一 个 简便 的 方法 去 确定 m 的 奇偶 性 . 

定理 9.7 令 m 是 Gauss 引 理 中 定义 的 数 ， 则 


_ pe n _ p!-1 
m= 3) [E]n (moda), 


ted 


特别 ， 当 n 是 奇数 时 ， 我 们 有 
m= Nw [= (mod2), 


证 明 回忆 到 ，m 是 数 
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p—1 
1,9n,3n,:-., n 
,2n,3 2 


的 最 小 正 剩余 中 大 于 -> 的 数 的 个 数 . 取 一 个 有 代表 性 的 数 。 
比如 tn， 用 Pp 去 除 它 ， 并 观察 余数 的 大 小 ， 我 们 有 


2- [e] «Qe, esas), 
所 以 ， 


a= [e] Ü (1375 [2]. 


其 中 0<r,<p, 数 r, eta P[ T [etna PHO SEMA, 
再 一 次 利用 在 Gauss 引 理 的 证 明 中 提 到 的 集合 ASB, RAT 
有 

(r,,1,,*r (Pai) } 


={a, she yay, Dy b, Seba), 


还 回忆 到 
{1, 2, e, C-D) 


=fa,, az, **, ax, Cy, Coy *"*, Ca}, 
其 中 每 一 个 ci 一 p 一 bi ， 我 们 计算 这 些 集 合 中 元 素 的 和 ， 得 
到 两 个 等 式 
_(B- 


(P-1) 

k m k m 
> t=2>aí 28 — Bia; tmp- Bb). 
t=1 1=1 joi i-i j71 


在 第 一 个 等 式 里 ， 我 们 用 r, 的 定义 去 代替 它 ， 得 到 
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~ ~~! 


LLL ji | 


N (P—- 1) (P-1) 
m z 2 tn 
Za tpi =n > t-r M =. 


t=1 t=1 
二 个 等 式 就 是 


k m 3 
mp+ dia;— Dbj= x t. 
把 这 两 个 式 子 相 加 ， 我 们 得 
k (Po) (Pri) 
mp+2d)a;=(n+1) © t-p © [=] 


=+) $ [E]. 


我 们 对 模 2 来 简化 这 个 式 F, 注意 n+1 三 n 一 1 (mod2) 与 
P=1 (mod2)， 我 们 得 到 


(P-1) 
2 __ — 1 
mz(n-1)-—. 4 >: 5] (mod2), 


证 明 完 成 . 
9.5 二 次 互 反 律 


为 解决 二 次 剩余 理论 里 的 第 一 个 基本 问 题 ，Euler 准 则 
与 Gauss 引 理 都 给 出 了 明确 和 的 有 时 是 元 长 的 步骤 ,而 第 二 个 
问题 更 困难 . 它 的 解决 依 束 于 一 个 被 称 为 二 次 互 反 律 的 著名 
的 定理 ， 这 个 定理 首先 由 Euler 在 1744 一 1746 年 闻 以 一 种 难 
懂 的 形式 表述 出 来 ， 接 着 在 1785 年 由 Legendre 重 新 发 现 这 个 
定理 并 给 出 一 部 分 证 明 ，Gauss 在 18 岁 时 独立 地 发 现 了 互 反 
律 ， 并 在 一 年 后 ， 在 1796 年 第 一 个 给 出 了 它 的 完全 的 证 明 . 

二 次 互 反 律 说 明 ， 如 果 p 与 q 是 不 同 的 奇 素数 ， 那 么 
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(2-)=(2) me qEp = q =3( mod4)), M Ep =q = 3( mod4) 
的 情况 下 ，(- 卫 -= 一 (-9-). 此 定理 常用 Legendre 给 出 的 下 
面 的 对 称 形式 米 表述 . 
定理 9.8 二 次 互 反 律 .如 果 p 与 4 是 不 同 的 奇 素数 ,那么 
_(P-1) (4-1) 
o Aen t. 
证 明 ”根据 Gauss 引 理 与 定理 9.7， 我 们 有 


(ecu. 


类 似 地 ， 有 


(eco. 


其 中 


n= S [2] (mod2) 


CR (eco, dist 


Poh) £41), 
2 


(5) M [总]+ > [2] 


立即 可 得 ( 4 ). 
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R 
3 


MECS), ZERK 
f(x,y) =qx-ps, : 
Rx yA ERR, WARK vy WIE See 当 x 取 


ff ,2,…， Oc D. yiuiii2,-, Q7 Da, f(x,y) 有 
CTD. (D 个 值 ， 它 们 中 任何 西 个 不 相等 ， 因 为 
[(x.y) f(x y = f(x- yey’) 80, ` 


现在 我 们 计算 f(x.y) 欧 值 中 正 值 前 个 数 与 负 值 的 个 数 ， 
对 于 每 一 个 国定 的 x, 我 们 有 ，f 人 (x, y)>0 当 且 仅 当 


yc 或 者 ?生生 |、 于 是 ， 正 值 的 总 数 是 


GRIGIO 


4 [e=]. 
“T p 
类 似 地 ， 负 值 的 总 数 是 
(3-107 ,ü 
2 Py | 
$e 
;6 iq : 
p—1 q 一 ! - 
= 9 E 7 9» — LI 


这 舟 证 明了 ( 5 )， 也 就 证 明了 ( 4 ). L1 
iS 读者 容易 看 出 ， 利 用 平面 上 的 格 点 ， 有 益 于 对 (5) 的 证 明 作出 几何 部 
8L 
至 少 发 表 了 二 次 开 反 律 的 150 个 证 明 .Gauss 本 人 至 少 作 
出 了 8 个 证 明 ， 其 中 包括 一 个 直接 给 出 的 译文 . 二 次 互 反 律 
的 一 个 渴 短 的 证 明 由 M.Gerstenhaber[L25j] 在 一 篇 i630 HUGH 
253 


9.6 互 反 律 的 应 用 


下 面 的 一 些 例子 指出 如 何 利 用 二 次 互 反 律 去 解决 二 次 剩 
余 理 论 里 的 两 类 基本 向 题 ， 

例 1 确定 219 对 寞 383 是 二 次 剩余 或 二 次 非 剩 余 . 

解 

我 们 利用 积 性 、 互 反 律 、 周 期 性 以 及 其 前 面 计算 过 的 


特殊 值 (一 上 ) 与 ( -2 ) 去 确定 符号 ( ipni, 


因为 219=3.73， 由 积 性 得 
2) (s (25). 
利用 互 反 律 与 周期 性 ， 我 们 有 
(S83— Dp — 
x)-0:)0) ^ = (4) 


--Cay Eta, 
73 )- 385) (38$ near 18) 
Gr (710 73 


(737-3) 
X3 G)-co a 
干 是 (248 )=1， 记 以 219 是 模 383 的 二 次 剩余. 
例 2 分 别 确定 奇 素 ao B(S) 一 :及 (二 ) 一 一， 


解 
根据 互 反 律 我 们 有 
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QM (ears 
eo^) 
dr )， 我 们 需要 知 道 P 的 mods. 而 为 确定 
(-1D” 一， 我 们 需要 知道 -(P 二 1) 的 值 mod?， 或 者 P 的 


值 mod4. 于 是 我 们 考虑 Pmodl12. 因为 卫 是 奇 素数 ， 我 们 只 
SBA, p=1, 5, 7, 11(modi2), HE WI dk HE 
E. 

情形 1. pei(modi2), JE Bj, p= 1(mod3) 所 以 


()- GL) ann, EBT pe 1(moda), 所 以 《P= 了 
是 偶数 ， TR(S «1. 
情形 2. pz5(modi2), Jl BJ p= 2(mod3), 所 以 


(32-1) 


G-G)« 1) * =], x Elp=1 (mod4) 
P=) 是 偶数 ， 所 以 (二 )= —1. 

情形 ?3， pe 7(modl2) .此 时 p= 1(mod3) 所 以 
(-2)=(4)=1, 还 因为 p=3(mod4)，-(B 二 1 是 奇数 ， 
na(£)-- 

情形 4， p=11(mod12), JPFp= 2(mod3), 所 以 
(2)=(2)=-1, WIR3p=3(moa2), -P-D gy 
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3Rp "p= -1 (modi2)nj, 
3Rp "p= 5 (modl2)M. 


9.7 Jacobiff E 


Arif sg > 8 PCR MERI UCR A REA. E 
虑 由 二 次 特征 的 因子 所 确定 的 几 种 情形 是 必要 的 ， 由 于 利用 
Jacobi 引 入 的 Legendre 符 号 的 一 个 推广 ， 某 此 计算 可 以 简 
化 . 


定义 ”如 果 p 是 一 个 正 的 奇数 ， 具 有 素 因 子 分 解 式 
p= TI ptt, 


则 对 所 有 的 将 数 n， Jacobi 符 号 (也 ites 


(6) ()-n (om) 

确定 ， (2) Lesend: +. RME 规定 (于) 一 1 
(G) 

(n, " MB. 
DIESES 
x’=n (modp) 

有 一 解 ， 那 么 对 ( 6 ) 中 每 一 个 素数 pi， 都 有 (了 INE 


的 可 能 前 值 为 1， 一 1 或 0 (2 ) 0% AY 
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是 (7 庆 . 但 是 ， 反 过 来 并 不 -- 定 成 立 . 因为 ( 6 ) 中 如 果 
出 现 倘 数 个 因子 一 1 (5) 能 够 是 1. 


读者 能 够 验证 下 列 Jacobi 符 号 的 性 质 ， 这 些 人 性 质 容易 让 
Legendre 符 号 的 性 质 推出 . 
定理 9.9 ”如 果 p 与 Q 都 是 正 奇数 ， 我 们 有 


DD 

(5) Go) Go) 

w (2)-(4) 当 m=n (modp) 时 ， 

a (55-5) aam. 
RLegendre £g ( — 1) s (7- -的 特殊 公 \ 式 对 Jacobi 符 
号 (于 ) 与 (-2-) 也 是 正确 的 ， 

定理 9.10 ”如果 p 是 一 个 正 奇数 ， 则 有 


(P-1) 


(7) (GEC), 


(P2- 1) 


(a) (2 = -)- (207, 


证 明 " pip spa JERR Tp — W Á il. 这 
还 可 守 为 


p= T (1-+p;~1)=1+ VO, ~1) 
+ D OP: =i (p; 一 1) 十 全 


但 每 一 个 因数 p; 一 1 是 偶数 ， 所 以 第 一 个 和 式 后 面 的 每 一 个 
和 式 都 被 4 整除 ， 于 是 


p=t+ 1) (mod4) 
或 者 

F(p-1)= Dto) (mod2), 
因此 


_ m" m _ (P=) 
(FE) (Y= po vi, 
这 证 明了 (7 ). 
为 证 明 ( 8 )， 我 位 
p= (+pi—1)=14+ Bett) 
+ DD -D+ 
因为 p ;是 奇数 ， 所 以 有 pi 1=0 (mod8). 
pmi M(pi-1) (modes), 
于 是 
4 (p=1)= $ (p1—1) (mod), 
此 式 对 模 2 也 成立 ,所 以。 
(SW) noo 


(P2- 1) 
=(-1) * ， 
这 证 明了 ( 8). 
定理 9.11 Jacobi SiE 反 律 .如 果 p 与 Q 都 是 正 奇 
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@, (p.Q)=1, BZ, 
Qy A 
eocen" 


证 明 写 p=pi…po，Q=qi…qs， 其 中 bi，dq, 都 是 
"ON. 于 是 


G3) (D-i i G2) (39. 
对 每 一 个 因子 应 用 二 次 互 反 律 ， 我 们 得 
=i X Xg 0) Aa 1) 


i=l 


1)(0-1) 
4 


=35 Lo.) B (a D. 


在 定理 9.10 的 证 明 中 ， 我 们 看 到 ， | 
AG eDel(-0) (mod). 
XEFXI (8; 一 1) 也 能 得 到 一 个 相应 的 同 余 式 ， 因 此 
ra Poh . Sli (mod2), 
证 明 完成 
BH. 确定 888 是 素数 1999 的 二 次 剩余 或 二 KEMA. 


解 
我 们 有 


-888 ) 4) Gà ) 111 =( 111 
1999 1999 / V 1999 / N 1999 1999 人 


Mieres Cg) 我 们 写 


(sar) = Gs) Gees): 
1999 1999 1698 


HA toi BE A TV H KI. 而 作为 Jacobi 符 号 ， 其 
计算 其 前 单打， 因为 我 们 有 
lil AN 1999 \_ 1 AN _ 
T | i) (55) L. 
因此 888 是 1999 的 二 次 非 剩 余 ， 
例 2. 确定 一 104 是 素数 997 的 二 次 剩余 或 二 次 非 剩 余 . 
解 
[MH 7104-2. 5.13, RGA 


(or) Gr) (sar) (r) sav) 


9.8 ”对 Diophantu 方 程 的 应 用 


亚历山大 的 Diophantu 之 后 , R E CAE AN Jí 8 # Oy 
Diophantu 方 程 ， 它 的 一 个 例子 是 方程 

(9) y!ox'k, 

其 中 k 是 给 定 的 整数 。 这 个 问题 就 是 决定 ， 对 一 个 给 定 的 k， 
方程 有 没有 整数 解 z，7， 如 果 有 的 话 ， 把 研 有 这 些 解 表 示 
BR. 

TATE XC TBE AY BBY DR EER RKAS NE 
十 七 世纪 多 历史 ， 另 一 部分 原因 是 其 此 情况 可 以 借助 于 “次 
剩余 理论 来 处理， 一 个 一 般 抽 定理 指出 ，Diophantu 方 各 

y? = f(x) 
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WE UAT MRE AN, WFR EG) e PKR 3 uj. AS a 
的 根 的 整 系数 多 项 式 的 话 . [人 参看 Le Veque [44] Vol .2 里 
前 定理 4 一 18.] 但 是 ， 际 了 很 特殊 的 情形 之 外 ， 没 有 确定 这 
些 解 的 方法 ，( 甚至 解 的 个 数 ， ) 下 面 的 定理 描述 ( 9 ) 没 有 
整数 解 的 那些 k 什 的 一 个 无 穷 集合 . l 

定理 9.12 Diophantu 方 程 

(10) y?=x?+k 
没有 整数 解 ， 如 果 k 有 形式 

(11) k—(4n— 1)? - 4m, 
其 中 m 与 n 是 整数 ， 使 得 没有 素数 p=-1(mod4 ) 整除 m . 

证 明 我们 假设 存在 解 zx，y， 并 由 所 讨论 的 方程 对 模 4 
得 到 一 个 矛盾 . " 

因为 k 三 一 + (mod4), ， 所 以 有 

(12) y?zx?'—1 (mod4), 
WixphR.-4y,. y =0 或 1 (mod4 ) ， 所 以 当 x 是 侦 数 或 x 三 
一 1( mod4 ) 时 ，(12) 式 不 成 立 . 因此 ,我 们 必须 s=! 
(mod4) . 于 是 令 

a=4n—1, 

所 以 kK 二 a3 一 4m:， 把 (10) 写 为 形式 

(13) y?+4m? = x? +a’? = (x+a) (x? — ax+a’), 
因为 x 三 -- 1 ( mod4) 以 及 a 三 一 1( mod4 ) , RNA 

(14) x?-axta?=l—-ata?=—-1 (mod4)., 
于 是 x? 一 ax 十 a 是 奇数 ， 并 且 (14) 指 出 ， EMDR 
不 能 三 1( mod4 ) ， 因 此 有 某 个 求 数 p 三 一 1《 mod4 ) WER 
x'-exca?, Jf (a3), "EWLEEPRY? +4m’, W, 

(15) y? — 4m? ( modp ) XJ A P pzs— 1 (mod4)., 
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N 、 4m’ \ f/f Á 1 EN ` 
但 据 假设 pfm， 所 以 一 AT )=(~ 十)= 一 +， 与 (15) < 
矛盾 ， 这 证 明了 ， 当 上 有 形式 (11) 时 ，Diophantu 方 程 (10) 


没有 整数 解 . ui 
下 面 的 表 给 出 适合 定理 9 .12 的 k 的 一 些 什 
n 0 0 0 0 1 1 1 1 
m 1 2 4 5 1 2 4 5 


k —5 —17 一 65 —100 23 11 -—37 一 73 
2 2 2 2 
1 2 4 5 
339 327 279 243 


ik: 当 一 100 入 <100 时 ，(10) 的 所 有 的 解 已 经 算出 .( 参看 [32] ，) 而 对 - 
下 列 k<s100 的 正 值 ，(10) 没 有 整数 解 . 


k=6, 7, 11, 13, 14, 20, 21, 23, 29, 32, 34, 
39, 42, 45, 46, 47, 51, 53, 58, 59, 60, 61, 
62, 66, 67, 69, 70, 74, 75, 77, 78, 83, 84, 
85, 86, 87, 88, 90, 93, 95, 96. 


99 Gauss 和 与 二 次 互 反 律 


本 节 借 助 于 Gauss 种 teint 
(16) G(n, x)= D, x(r)e °? 


给 出 二 次 互 反 律 的 另 一 个 证 明 ， 其 中 xm)= (Cu Bt p is 
二 次 特征 ， 因 为 模 是 素数 ，x 是 本 原 特征 ， 因 而 可 分 性 
(17) GG, x)-()6G. x) 
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对 每 个 na 成 立 ， 还 有 ， 定 理 8.11 指 出 |G(1，x)|*=p。， 下 面 ， 
的 定理 证 明 G(1，x)* 是 土 p， 


定理 9.13 如 果 P 是 一 个 奇 案 数 并 且 x(r) 一 (-)， 则 有 
(18) 60, x) =(—1)P. 


证 明 我 们 有 | 
GU, = CJ. 


ret emt 


对 每 一 对 r，r 有 唯一 的 一 个 tmodp， 使 得 s=tr (modp ) ， 


DGG) C Xs » C TE 


G(1, x)2= 
Hu Ee 1:tt) 
最 后 的 r 上 的 和 是 由 下 式 给 定 的 几何 和 ， 
Se 一 1 "piro, 


O lpi 当 p|(1+t) 时 ， 
因此 ， 


GQ, x=- XC) +(p— 1) et) 
=~ I) + o(-+) 
=(=), 

BIS G + ) 一 0，(18) 得 证 ， m 


— x) 是 一 个 整数 ， BrUDME—T 8 
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Tq. GOU. OT 也 是 一 个 整数 ， 下面 的 定理 证 明 ， 二 次 也 
芭 律 与 这 些 整数 的 值 nodq 有 联系 . 
,, 2H9.14 令 p 与 4 是 不 同 的 奇 素数 ,并 令 x 是 模 p 的 二 次 
特征 ， 那 么 二 次 互 反 律 


as (Hcn 6 
等 价 于 同 余 式 


， araf A 
(20) G(1, x) =(<) (modq) , 
一 证 明 由 (18) 我 们 有 


Ca 0) (8-1 
- (21) GO, xi (- 1.) ， U3 


BHEN, Rip = =(P) (moda), 
所 以 (21) 推 出 
(22) G(1, x)@'=(-1) ” GUU( e) 
(modq). 
如 果 (20) 成 立 ， 我 们 得 
(n-1)(q-1) 
f (= =(—1) 4 (4) ( moda ) , 


KAWURI, KARER). RRS, MBC) Rr, 
那么 由 (22) 推 出 (20)， L] 

下 面 的 定理 给 出 一 个 等 式 ， 我 们 能 利用 它 去 推出 (20). 
了 ”定理 9.15 ”如果 p 与 4 是 不 同 的 奇 案 数 ，x 是 模 p 的 二 次 特 
$E, BARNA 
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(23) G(1, xt «Q) y 5 (rte), 


r modp tamode 
ryt 


=+ra aq (modp) 
证 明 ”Gauss 和 G(n，x) 是 的 周期 函数 ， 其 周期 为 p. 
这 对 G(n，x)' 也 是 真 的 ， 所 以 我 们 有 一 个 有 限 Fourier 展 式 


2ximn 


G(n, x)'— 2j aa(m)e ? 
其 系数 由 


(24) am) = > G(n, ou a 
给 出 ， 由 G(n，x) 的 定义 ， 我 们 有 
“一 n PETAT LLL. 
ein , x) u r 1™ © d p Me P 


Rinr 
zain q 


r 
> ( 4 je 一 一 
r modo D 


1 Ta 
2 n(r, q? 
xe P 
所 以 (24) 变 为 
1 
a (m)=— 2 (r s) 
P r modp ra modp 
2xin( Q7 qm) 
x > e P 
n medp 


n 上 的 和 是 一 个 几何 和 ， 在 r: 十 … 十 ras=m(modp ) 时 ， 这 
个 几何 和 等 于 p， 在 其 它 情况 下 ， 这 个 几何 和 为 0， 于 是 ， 


(25) aa$m)=  … Y (r rs ). 


r,modp r modp 


ry ie ra™m(modp) 


现在 我 们 回 到 (24) 并 得 到 as(m) 的 一 个 替换 式 . HAG, x} 
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ira sy (Taka. 我 们 得 
mma si OB Le 77 


= 


G(1, x)'G(— m, x) 


T 


d. 
p 
cea, x) (ea) x) 


=(-=)ea, x)'^! 


WAG, x)GC—1, x)= GU, x)G(1, x) 
-IGG, z): =p. 
HGO, x) = (am). Hm - cOFRUR 0618 
到 (23). o g 
ABREN, ATRCOELTAM, REMEN 
(26) . D cv a (5 EE Je 1 (modp) 


1^9 dp 


HET, Hri, e nd AMES RI 

(27) ri 十 … 十 ru=q (modp), 
Wr’ ，…，ra 中 每 一 个 都 与 其 它 的 辣 余 modp， 那么 ， 它 
们 的 和 同 余 于 ari ，j 一 1，2，…，Q， 所 以 (27) 成 立 当 且 仅 
当 


qr;zq (modp), 
即 当 且 仅 当 ri =1(modp) 对 每 个 j， 此 时 ，(26) 的 总 和 是 


(ei Cmodp ) ， 对 满足 (27) 的 所 有 其 余 挑 选 的 指标 
1T,, t5, ra 中 ,一 定 至 少 有 两 个 不 同 余 ， 因 此 (27) 的 每 一 个 
266 


傅 环 和 换 丛 出 (27) 的 一 个 新 的 名 它 给 出 相同 的 加 数 (rm 
Le). 因此 ， 每 一 个 这 样 的 加 数 出 现 q 次 并 且 这 个 和 辐 余 于 


0 modp， 于 是 (26) 里 的 和 仅 当 (上 -) 一 1 时 不 为 9 modp, 3 
就 完成 了 证 明 . 


9.10 二 次 Gauss 和 的 互 反 律 


本 节 讨论 二 次 互 反 律 的 另 一 个 证 明 ， 它 是 在 二 次 高 斯 和 
2xinr? 
(28) G(n; m) — De m 
的 基础 上 进行 的 .如 果 p 是 一 个 奇 素数 ，phn， 则 有 
(29) G(a; p)=()GQ; p). 
EMGO, p)AV ER LABIA ME, ERCOR 
易 由 (28) 得 到 或 根据 注释 G(n; p)= G(n，x) 得 出 ， 其 中 
x(a) 一 (--)， 注 意 G(a，z) 是 可 分 的 ， 
虽然 和 G(1，p) 的 每 一 项 绝对 值 为 1 MGO: p) 本 身 
的 绝对 值 为 0，wWP 或 2 ， 特 别 ，Gauss 证 明了 重要 公式 
(30) GO; m) =4 Vm(1+i)(1te 77 ) 


(nm mz 1 ( mod4) 
;0 mz2 ( mod4 ) 
= | idm m=3 ( mod4 ) 


\(+i)/m m=0 (mod4) 
XP mimo. (30 ) 的 不 同 证 明 的 个 数 是 众所周知 的 。 
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我 们 将 讨 记 一 个 有 关 的 和 
S(a, m)= Se (m 
xat (30), Hopat'pmdeiE WOO 45a 2, MIS(2,.m)= 
G1; m), f 
füS(a, MEAS Hc fi C deve tk Fifi usto. 16n, 


它 推出 Gauss 和 公式 (30) 并 且 还 引出 一 次 五 反 律 的 另 一 个 证 
BB. 


定理 9.16 如果 乘积 ma 是 偶数 ， 那 么 我 们 有 
om (Ati er 
(31) S(a, ENS (y )s(m, a) 
LI CI-GSId4 Eid 
注意 ”为 推出 Gauss 和 公 式 (30) 我 们 AGOR Ja —2;f HE XX Sm, 2) — 


证 明 ”此 证 明 是 在 残 数 计算 的 基础 上 进行 的 ， 令 g 是 由 
m-, _xia(z 十 7)2 
(32) s(z)= > e m 


FESO PR, We keh RTH, JPHs(O0)-—S(a, m). A 
为 ma 是 偶数 ， 我 们 看 出 


siaz? 
g(z+1)—g(z)=e m (eit? *-—1) 
niaz? 
= e trt (e*t! -1)N« xn 
现在 由 等 式 
{(z)=- -— 


1 


定义 f， 则 f 除 开 每 个 整数 为 一 级 级 点 外 处 处 解析 ， JEH W 
足 等 式 | 
(33) f(z t1) f(z) * «(z), 


其 中 
(4) (D € 0 Denn 
是 处 处 解析 的 . | 
tezon, MORIL T 


(35) S(a, m)-e(0) - zxiRestCz)-- | [(2)dz, 
其 中 * 是 一 个 正 向 纵 标 的 简单 封闭 线路 ， 它 的 图 形 内 部 区 域 


只 含 极 点 z=0. 我 们 选择 r， 使 它 摘 绘 出 一 个 以 A，A 十 1， 
B 二 1，B 为 顶点 的 平行 四 边 形 ， 其 中 
A--l- Re + B= Red 
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”如 图 9.1 所 示 . rit, BUNA 
| 
在 积分 | ， + 里， 我们 作 变 量 葵 换 W 一 z 十 !， 并 利用 (33) 得 
NEC - +1 )dz 


=| Ga locis, 
因此 ，(35) 变 为 


(36) S(a, m)- [ o(z)dz [feoda 
-| f(z)dz. 
现在 我 们 证 明 ， 当 R 一 时 ， 沿 着 A 到 A 十 1 与 洛 着 由 B 
到 B 十 1 的 水 平 线段 的 积分 趋 于 0 ， 为 此 ， 我 们 估算 这 两 个 水 
平 线段 上 的 积分 ， BINS 
ED HOI Ry: 
并 分 别 计算 其 分 子 与 分 母 ， 


在 联结 B 到 B 十 1 的 水 平 线 段 上 ， 我 们 令 
r(t)=t+Re Emp-l«tel, 

由 (32) 我 们 看 出 

(38) lgLr(t)]|<H 


xi 


exp { mia (tT Re a+r)? y , 
Ropexpz—e', 大 括号 内 式 子 的 实 部 为 
—xa(4/ ZtR+R?7+/2rR) 
- . 
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Eti] — af 一 开 M2rR ` 
B detti etibexp[ STAN 2TR hey, 所 以 
(38) 式 中 每 一 项 的 绝对 值 不 超过 exp{ — P exp 


[mH] 但是- 荆 <t< 工 ， 所 以 我 们 得 到 估算 式 
a/Q aR —xaR’ 
|gCr(t)] >< me Qm) ç m 
对 (37) 中 的 分 子 ， 我 们 利用 形式 为 
|Jetxis—41]|2]]e2*i*] —1| 
的 三 角 不 等 式 , 因为 |exp{2ir(t)}| exp{ —2aRsin(3)] 
=exp(— FaR}, RING 
Jeti —1[2>1—e v? 
因此 ， 在 连结 BA B 十 1 的 水 平 线段 上 ， 我 们 有 
TANA2 aR ——maR* 
(2m) e 
1— V2 "R =00) 
当 x 一 co 时 . 
类 似 的 理由 可 以 证 明 ， 当 R 一 cc 时 ， 连结 A 到 A+1 的 水 
平 线段 上 的 积分 趋 于 0， 因 为 在 每 一 种 情形 ， 积 分 路 线 的 长 
度 都 是 1， 这 说 明 ， 当 R 一 co 时 ，(36) 右 端的 第 二 与 第 三 个 
积分 趋 于 0， 因 此 ， 我 们 可 把 (36) 写 为 
(39) Sa, m)=["p(2)d2+0(1) xon, 
为 讨论 积分 | 9， 我 们 应 用 Cauchy 定 理 ， 被 积 函数 9 绕 
过 具有 顶点 A，B，a， 一 a 的 平行 四边形 ， 其 中 a 一 B+ 二 
Re ，《 图 9.2 ) 因为 是 处 处 解析 的 ， 它 沿 这 个 平行 四 
.271 


KOES 


e ef 
(40) | v« | If ‘e+ [ eo. 
国 为 在 (34) 里 指数 六 


niaz? 


Fike m , Eb EHEN 
中 给 出 的 理由 类 似 ， 妆 玉 
Son, pirk P é: pt 
A E140. [Hab 40) 


给 出 
Roof, 

(图 9.2 ) 并 且 (39) 变 为 
(41) SG, m)-f? p(2)de +001) 4 R— cong, 


Kiha= Re + ， 利 用 (34) 我 们 得 到 


a 8-1 fa tiaz? 
f o(z)dz = >: | c m ecxzinzdz 
-a n nJ-a 


一 Ne è I(a, m, n, R), 


其 中 


可 一 次 对 顶点 为 -a, a, ac (0) -a (Cmm) 


的 平行 四 边 形 应 用 Cauchy 定 理 ， 同 前 面 一 样 ， 当 RR 一 co 时 ， 
我 们 得 到 ， 沿 水 平 线段 的 积分 一 0， 记 以 
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y nm 


) 


a 


+0(1) 


Aj BLAA W = (a nm We ES V 
AE SPE = (2+ ) 代 入 上 式 为 


a 
ZEE . 
(a, n, m, R) - / 2 | "tiv? dw 40(1) 
nv 
| xok, 
在 (41) 里 令 R 一 cc， 我 们 得 到 
.一 Timn? 
(42) S(a, m)= Me a E 
— x 
id e ? 
lim | T emt" dw 
Rcs a L6 
-rfi e * 


WT -2 R, (UDART 


LAU 


Te Í "n 
lim| Lem avr 
其 中 I 是 与 a，m 无 关 的 一 个 数 ， 因 此 (42) 给 出 
(43) S(a, m= J" IS(m, a). 
a 
ADK ffi, Æ 43 8, KR] Ba=1, m=2 F 
S(1, 2)=1+i, 9S(2，1)=1， 计 以 (43) 推 出 1 (1 +i 
3J3EB043)8EH (31), 
定理 9.16 推 出 一 次 Gauss 利 的 一 个 开 反 律 . 
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H. 
AE 
2 
NI 


定理 9.17 MRO, k>0, hABRM, W 
. ky= / k Aiti qua, - 
(44) 6(; -YE te XedGh;. 


证 明  TE4E3H9.1683a—2h, m—k, 18 
(45) G(h, k)- S(2h, k)= V#4 Ati sy. 21) 


= JE IUS. ay 
h 2 r=0 

与 1 为 偶数 、 奇 数 相对 应 ， 我 们 把 r 上 的 这 个 和 分 为 两 部 分 . 
对 于 偶数 r， 我 们 号 r 二 25，s 一 0，1,…,h 一 1。 MFA, 
我 们 注意 到 (r 十 2h)’? 三 r?( mod4h ) ， 所 以 这 个 和 能 在 模 
2h 的 任 一 完全 和 弄 余 系 里 的 奇数 上 展开 。 我 们 计算 在 区 间 4 志 
r<3h 里 的 所 有 奇数 上 的 总 和 ， 写 r= 二 2s 十 ,其 中 s=0,1,2， 

， 了 一 1。( 2s 十 h 各 数 都 是 奇数 并 且 对 模 2h 互 不 同 余 .，) 


—zik*  , ,  —zik(2s)*  , , —mik(Qsth)* 
bl e Qh) —= Ste (2) +4 Se (2h) 
*=0 5-0 
—2aiks? —mnihk 


=> h (1+e 2 ) 
—mibk 
-ie Gik i. 
在 (45) 里 利用 此 式 即 得 (44)， Li 


9.11. 二 次 互 反 律 的 另 一 个 证 明 


Gauss 公 式 (30) 引 出 二 次 互 反 律 的 一 个 简捷 的 证 明 . 
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首先 ， 我 们 注意 ， 当 k 是 奇数 时 ， 由 (30) 推 出 
(k- 0t 
G (1; k)=i 4 AK, 
并 且 ， 我 们 有 乘法 性 质 ( 习题 8.16(a) ) 
G(m; n)G(n; m)=G(1; mn) #(m, n)=1. 
因此 当 p 与 a 为 不 同 的 奇 素数 时 ,我 人 有 , 
Ge: 0=( 60; o- * va 


(p- D 


GG: p)=(4)GQ: 27 (1: VP 


Ape o ll 
G(p; q)G(q;p) -G(1; pq)=i 4 Apa, 
最 后 一 个 等 式 与 前 面 两 个 等 式 比 较 ， 我 们 得 
((q— Cb 13) (po—D* 


exo Sev. 


出 于 
((pa—1)23—(q—1)2—(0—i)3) (P- na- (3-1) 
i 4 =(-1) ' 
立即 可 得 二 次 互 反 律 . L; 
第 九 章 习题 


|. MMA du. A(Z )=1: 哪些 AH, d 


Ce 


证 明 ， 如 果 奇 素 p 三 土 1 (mod10)， 则 5 是 p 的 二 次 剩余 : 
如 果 p 三 土 3(mod10)， 则 5 是 p 的 二 次 非 剩 余 . 


BS 


3. 令 p 是 一 个 奇 素数 ， 设 集合 11，2，…，?Bp 一 1 能 aa 
ARS PES HT WIE, S= T, H-A 子 集 合 
意 二 元 之 积 modp 位 于 5 内， 而 S 中 任 一 元 素 Rd 
元 素 之 各 modp 和 位 于 TT 内 ,证 明 ，5S 册 模 p 的 二 次 剩余 纸 
成 ， 工 出 模 p 的 二 次 非 剩 余 组 成 ， . 
4, 邻 f(x) 是 一 个 多 项 式 ， 当 x 是 整数 时 ，f(x) 取 整数 值 . 
(a) 如 果 a 与 b 都 是 整数 ， 证 明 


BCE- x (GD 


“4(a, P)=1 时 , 


X, 0599-62), 8, CE amatis. 
(b) WB, (Ga, p), 


> ( ax+ +) =0. 
xmaod p p 


(c) Sf(x)=x(axtb), 其 中 (a,， p)= (b, p)=1, W 


PA pm 


[提示 :如果 x 过 模 p 的 一 个 简化 剩余 系 ， 那 么 工 的 倒数 
x' modp 也 过 横 p 的 一 个 简化 剩余 系 . J 
5. 邻 与 B 是 可 能 值 为 二 1 的 整数 ，N(a, B) AE, a, 
…，p 一 2 中 满足 (二 -) 一 与 (x+ 4，)=B 的 x 的 个 


数 ， 其 中 p 是 奇 来 数 .证 明 


aN(a, Be S Cre (IR B+) 


3H 


9] 
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c° 


并 利用 第 4 题 推 导出 
NG, B= p-2-B—aB-a( ——), 


— 


I if (3 
p-2+(— 
N(=1, C 1)=N(=1, 1) C 


中 


NG, —1)=1- N(1, 1). 

利用 第 5 题 证 明 ， 对 任意 素数 p， 存 在 整数 x 与 ， 使 得 
xt+y2+1=0  (modp);- 

令 p 是 一 个 奇 素 数 ， 证 明 下 列 各 条 


(a) `4p=1 (mod4) HN, ` FO) 


(b) "4p=1 (mod4) tf, r= PELD., 


A Bn + x (( rA MS E 
(c) 4p=3 (mod4) HJ, Èr P2 E DÀ 
lY AG afr 3 Nd ofr 
(d) “4p=1 (mod4) ff, > r (4-3? s e) 


(e) p=3 (mod4) 时 ， 

aipear a) 
[提示 ， pr 随 着 + 一 起 通过 数 1，2,，…，p 一 1,] 
Fpi PAKE, p=s(moda), Jt 令 4 一 (P71) ， 
(a) WEY 


10. 


2315 fr i-(2-) M r 
{1-2(2)} (=) c9 SP m) 
[提示 : 当 r 通 过 数 1，2，…，q 时 ， + 与 p 一 ! 一 起 通过 数 
1, 2, ^, p—1, WH, 2r5p—2rtb |] RE, J 
(b) 证 明 


(CD-92G)-363. 
如 果 p 是 一 个 奇 素数 ， 令 x(a)=( -3 )， 证 明 , 当 (n，p) 


二 1 时 ， 与 x 相 伴 的 Gauss 和 G(a，x) 等 于 习题 8.16 中 介 
绍 的 二 次 高 斯 和 G(n，p). 即 ， 如 果 afn， 则 有 


ZZ imp 2winrz 


G(a, x)= 5, x(m)e > "= Se ; 


mod 


=G(n; p), 
WMM, Splatt, G(n, x)x G(n; p). 因为 此 时 
G(p, x)=0WIG(p; p)=p. 
利用 一 个 互 反 律 计算 二 次 Gauss 和 G(2，p) 的 值 .将 此 结 
果 与 公式 G(2; p)-(7-)6G. pits, RM, sip 


是 一 个 奇 素数 时 ，( -2 )=( 一 DC 
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第 十 章 原 W 


10.1 数 的 次 数 modm、 原 根 


令 a 与 m 是 互 素 的 整数 ，m 之 1 .考虑 a 的 所 有 正 WIT 
a, a’, a}, eL 
由 Euler 一 Fermat 定 理 ， 我 们 知 ğa? ™ =1(modm), 
可 能 有 更 小 的 方 究 a{， 使 a! 三 1(modm)， RN 感 兴 趣 的 是 
具有 此 性 质 的 最 小 的 正 整数 f. 
定义 满足 a 三 1(modm) 的 最 小 正 整 数 { 称 为 a 的 次 数 modm， 
并 记 为 
[—exp,(a). 
mBexpa(a)=o(m), Maly fie mw 4 JB HR, Euler- 
Fermat 定 理 告诉 我 们 ，expn(a)< 和 9$(m). 下 面 的 定理 证 明 
expn(a) Bep (m), 
定理 10.1 £&oEm—1, (a, m)—1, $f—exp.(a). Æ 
么 我 们 有 | 
(a) ax=axmodm) 当 且 仅 当 k=h(modf ) . 
(b) at =1(modm) zi B Sk = o(modf ) ERI, fl p(m). 
(c) 1, a, a?, «+, a!" &fxiilim E e 
证 明 (〈b) 与 (c) 可 由 (a) 立 即 得 出 ， 所 以 我 们 只 需 证 B] 
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(a), Wat ma (modm), Mat *-1(nodm), ately 
k-hegqftr ppost, 
于 是 1 三 a '=at!-'=a'(modm), Ih Ur--0,k=h(modf). 
, WBk=h(modf), W]k—h-qf, Br Hat's 1 


(modm), J-E:ak==a"(modm). 


10.2 原 根 与 简化 剩余 系 


定理 10.2 令 (a，m)=1， 则 & 是 模 m 的 一 个 原 RAB 
仅 当 

(1) a, a?, ee, a^ im 
成 为 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 

WEB) ”如果 a 是 一 个 原 根 ， 则 根据 定理 10.1(c),( 1) 中 
SMX him FA a, 因为 这 样 的 数 有 pC 个 ， 氏 以 "E dH 
形成 枕 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 

反之 ， 如 果 ( 1 ) 中 各 数 成 为 一 个 简化 剩余 系 ， 那 Z 
a” ("三 1(modm) 而 没有 更 小 的 方 短 同人 余 于 1 ,所 以 a 是 一 个 
ER. 

注意， 在 第 六 章 里 ， 我 们 得 到 ， 模 中 的 所 有 简化 到 余 类 形成 一 个 群 。 如 果 
mn 育 原 根 ， 定 理 10.2 指 出 ， 这 个 群 是 由 剩余 类 仿生 成 的 循环 属 。 

原 根 的 重要 性 已 由 定理 10.2 曾 明 .， E m JUR. WA 
模 mm 芍 每 一 个 简化 剩余 系 能 表 为 一 个 几何 级 数 、 这 给 一 个 有 
力 指 工具， 它 在 含有 简化 剩余 系 的 问题 中 能 让 利用 . m 
是 ,不 是 所 有 的 模 都 有 原 根 ， 下面 几 节 我 们 将 证 明 ， 只 有 有 
列 的 模 

m 一 1，2，4，B" 与 2p 
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根 方 存在 ， 其 中 p 是 奇 素数 ， 
B= AEA B AE Nem 1 是 平凡 的 ， 对 于 mm 2, 
数 1 是 一 个 原 根 .对 m 二 4, 我 们 有 (4 )= 233? 1(mod4), 
所 以 3 是 -一 个 原 根 ， 下 而 我 们 证 明 ， 当 a 之 3 时 ， 横 2" 没有 原 


MR. 


10.3 xa 3， 模 2 的 原 根 不 存在 


定理 10.3 Ox2-7 3H, X>, RNA 


(2) x 全 
所 以 ， 模 2 没有 原 根 ， 

证 明 当 x=3 时 ， 回 余 式 ( EA, ax, x =l 
(mod8), FAX, 3, 5, 7 容易 验证 ( 2 ) 是 成 立 的 ， 或 者 根 
Hi 


ii 


1 (mod2*). 


(2k +1)? =4k?+4k+1=4k(k+1)+1 
(fx? =1(mod8), Hikk(k--1)4Ef8 At. 
"s — 纳 法 来 证 明 此 定理 .我 们 假设 ( 2 Xe 
长 立 并 证 区 ( 2 Jaja + 24030 E, 归纳 法 假设 就 是 


wore). 
x 2 —i-c2't 


其 中 t 是 整数 .两 边 平方 ， 得 


a 


x? (2 =j Loose 1 922642 e f(mod2**!), 


koa r1, POge reo 01D george 


ate ps 
JE J. 
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10.4 MRA, pu EREE 


首先 ， 我 们 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 1 CM(a, m)—1, Sf=exp.(a), WA 


exp«(a* )- Es . 


TR, exp.(a )—expa(a) 4 AMB(k, f=1. 
证 明 a* 的 次 数 是 使 
a**=1(modm) 
的 最 小 正 整 数 x， 也 就 是 最 小 的 xz>0， 使 得 Kx=0(nodf) 。 
而 后 一 个 同 余 式 等 价 于 同 余 式 


x=0 (mod), 


其 中 d 一 (k，f)， 这 个 同 余 式 的 最 小 正 RARE. MA 


exp.(a")= -y SARME. L1 
EE 1 "—: Xm b. R 
们 能 确定 模 p 的 原 根 的 准确 个 数 . 


定理 10.4 邻 p 是 一 个 奇 训 数 并 今 d 是 p 一 1 的 任 一 正 维 
数 ， 则 在 模 p 的 每 一 个 简化 剩余 系 里 ， 恰 有 ptd) 个 a 使 得 
exp,(a)— d, 
特别 ， 当 d= p(p)= 二 p 一 1 时 ， 模 p 恰 有 q(p 一) 个 原 根 . 
证 明 ”我们 利用 在 第 二 章 里 使 用 过 证 明 
p e(d)-n 
的 方法 ， 把 数 1，2，…，p 一 1 分 为 互 不 相交 的 一 些 集合 
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br [nmm 


A(d)， 每 一 个 集合 对 应 着 p 一 1 的 一 个 约 数 4， 我 们 定义 
A(d)={xi1<x<p—1Hexp,(x)=d}, 
Ai(d FE A(d) R 638 SA, BA, xpE— d, f(d)>0, 
我 们 的 目的 是 证 明 f(d)= qm(d). 
因为 集合 A(d) 是 互 不 相交 的 并 因 每 一 个 x 一 1，2，…， 
p 一 1 必 属 于 某 个 A(d)， 所 以 有 
pe = Pol, 
{ARTA 
, ,9(d) 一 一 1 
所 以 
2  (0(d)- EF = 0, 
为 了 证 明和 中 每 一 项 均 为 0 HX 能 证 HE) «o (d) 6 
了 ， 我 们 证 明 ， 要 么 f(d) 一 0， 3S£At(d)-o(d), RAZ, 
由 f(d) 志 0， 必 得 出 f(d)= qd), 
假设 i(d) 志 0， 那么 A(d) 非 空 ， 所 以 有 某 个 aE A(d)， 
因此 
exp,(a)=d ”这 里 a' 二 1(modp). 
但 a 的 任 一 方 短 都 满足 此 式 ， 所 以 d 个 数 
(3)a, a^, =, a! 
都 是 同 余 式 
(4) x:—1=0(modp) 
的 解 ， 但 ( 4 ) 的 入 是 素数 ， 它 最 多 只 有 dd Mi, BR 以 ( 3 ) 中 
的 d 个 数 必 是 ( 4 ) 的 全 部 解 . 于 是 A(d) 中 的 每 个 数 必 有 形式 
ar， 对 某 个 k=1，2，…，d. fifexp,(a*)-— de 根据 引 理 
1 ， 这 种 情况 出 现 当 且 仅 当 (kK，d) 一 1 时 . 换 言 之 , 在 (3) 


283 


的 4 个 数 中 有 9(d) 个 数 的 次 数 为 d modp、 这 样 ， 我们 证 明 
了 ， 当 {(d)*0 时 ， 有 f(d)=q(d)， 由 前 面 的 说 明 ， 证 明 完 
成 . 


10.5 原 根 与 二 次 剩余 


定理 10.5 令 g 是 模 p 的 一 个 原 根 ，p 是 一 个 奇 素数 ， 则 
BAF 


g^, g‘, e, g^! 
BHI KAS, MAKE 
g, g), s+, gr? 


Rispa KIER. 
证 明 ”如果 n 是 偶数 ， 写 n==2m， 则 g”=(g”)?， 
所 以 
g" 三 X?*(modp)， 其 中 x= g", 


Te Rp, MALLU ACR BK He, Q ennt 


modp, XH pK KARMA, DURE LX 
He) 81 BYR FF: REHAR. 


10,6 模 p* 的 原 根 存 在 


下 面 我 们 回 到 m= p“ 的 情形 ， 其 中 p 是 一 个 奇 素 数 ， 
«72. FESR MRR, (EI SBM 模 p 的 原 根 中 
挑选 , 令 g 是 模 p 的 一 个 原 根 并 问 ， 是 否 g 也 是 模 p’ 的 一 个 原 
JR. Brfg'-1(modp), e(p')9p(p-1)» p—1, WÈ 
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e’-'=1(modp?), 那么 这 个 g 一 定 不 是 模 p’ 的 原 根 . 因 此， 
关系 式 
g?-!1 寺 1 ( modp? ) 
BAe ip? 区 原 根 的 必要 条 件 . 应 当 特 别 注 意 的 是， 这 个 
条 件 对 于 g 是 模 p? 的 原 根 也 是 充分 的 . 更 一 般 , 对 g 是 模 
pP (0 字 2) 的 原 根 也 是 充分 的 .实际 上 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 10.6  $pg—4 Z2 XE, WÄ 

(a) 如 果 g 是 神 p 的 一 个 原 根 ， 则 对 所 有 a 宇 1，9 也 是 模 
p' BS EIE HAA 

(5) g'"' 1 (modp?) , 

(b) 模 b 至 少 有 一 个 原 根 9 满足 (5)， 于 E, S>, 
模 p" 至少 有 一 个 原 根 . 

证 明 我 们 光 证 明 (b). 令 g 是 模 p 的 一 个 原 很 , 如果 
g'"àx1( modp? ) 就 不 必 证 了 .如 果 g?-!=1 (modp? )， 
我 们 能 证 明 ， 模 p 的 另 一 个 原 根 g, = g + pul EAE 

g17 3€1 (modp2). 
实际 上 ， 我 们 有 
gi''—(gkp)''eg'"ct(p-1)g""?pdtp! 
-g'-(p'—p)g' (modp’) 
zl-—pg*"! (modp*) , 
但 我 们 不 能 有 pg” ? =0 (modp?) ， 因 为 这 会 推出 g"-?=0 
(modp) Sg hip at ay JE, Tig'i Cmodp’?) ， 所 
以 Cb) 得 到 证 明 

现在 我 们 证 明 (a)， 设 g 是 模 p 的 一 个 原 根 ， 如 时 这 个 g 也 
Eip (aS iy, MA, RIA, € 也 是 模 p? MES, 
如 前 记述 ， 得 出 (5 ) 式 成 立 . 
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反之 ， 设 g 是 模 p 的 一 个 原 根 满足 ( 5 ). 我 们 证 明 ，g 也 
是 模 P*"(a 之 2) 的 一 个 原 根 . 令 t 是 g 的 次 数 modp"， 我 们 希望 
WEB t=p(p*), AA g'=1(modp"), R PI Ae'=1 
《modp ) ， 记 以 中 (p)]t， 写 

(6) t=a9(p), 

由 于 tl(p") ,所 以 qp(p)19g(p*). IB g(p2—p*7'(p-1), 
于 是 
a(p—1)|p*-*(p—1). 
Bq] pt-*. Atk, a= p'iuihB<a- 1. (6) 变 为 
t— p*(p—-1), 
如 有 果 我 们 能 证 明 B=a 一 !1， 那 么 = 中 (pb") 并 且 证 明 完成 ， 
假设 恰好 相反 ，B<a -1， BAB<a-2, RIA 
t—p'(p—1)|p"-?*(p—1)= p(p"-!), 
这 样 ， 因 为 pC(p"- 7!) 是 t 的 售 数 ， 推 出 

(7) g 7-1 (modp?), 
我 们 用 下 面 的 引 理 证 明 (7 ) 是 一 个 矛盾 ， 由 此 完成 本 定理 的 
证 明 . 

引 理 2 令 g 是 械 p 的 一 个 原 根 ， 使 得 

(8) g.'1 ( modp" ) ， 
QA, heec. RIT 

(9) g?" X1 (modp*), 

WY] REMERA, 对 a 一 2，(9 ) 就 是 (8), T 
是 假设 (9 ) 对 Qa 成立， 根据 Euler-Fermat 定 理 我 们 有 

g' C^ =] ( modp*-!) 
所 以 ， 
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et Pay + kp*-!, 
因为 (9 )， 所 以 ptk. 上 式 两 端 自 乘 p 次 ， 得 
g' 2 (4-4 kp!71)* 


一 1 十 《pb" 十 k? PPD) p^r?) 


+rp? tei), 
因为 a 二 2， 所 以 2a 一 1 宇 a 一 1，3Q 一 3 之 a 十 1， 于 是 上 式 给 
出 一 个 同 余 式 

g? =1+kp'° (mod p**!), 
其 中 phk., MgO (mod p**!), pre, 如 果 (9) 
对 a 成 立 ， 则 (9 ) 对 a 十 1 也 成 立 。 这 完成 了 引 理 2 的 证 FF 
且 也 完成 了 定理 10.6 的 证 明 . O 


10.7 2p% 的 原 根 存在 


定理 10.7 如 果 p 是 一 个 奇 素 数 并 且 a 宇 1， 那 么 存 在 模 
P “的 一 个 奇数 原 根 g， 每 一 个 这 样 的 9 也 是 模 2p "的 原 根 . 

TED] WR ep "的 一 个 原 根 ,那么 十 p "也 是 模 pty 
一 个 原 根 ， 但 g 或 g 廿 D "之 一 必 为 奇数 ， 所 以 模 p "的 奇数 原 根 
总 是 存在 的 . 

令 g 是 模 p" 的 一 个 奇数 原 根 ,并 令 { 是 g 的 次 数 mod2p" .我 
们 想 证 基 {=q(2p"). Bi flo(2p*), ep) —9(2o(p?) 
二 pmp(p")， 碾 以 flp(p"). 3—5 面 , g' 三 1 ( mod2p" ) ， 
所 以 g' 二 1《 modp" ) . 因为 g 是 模 p" 的 一 个 愿 根 所 以 
外 (pf， 因 此 [= 中 (p") 一 中 2p")， 所 以 g 是 Hep "的 一 个 
原 根 . L] 


287 


10,8 其 他 情况 下 原 根 不 存在 


定理 10.8 给 定 m 宇 1，m 的 形式 不 是 m=1, 2, 4, p° 
或 2p"， 其 中 p 是 寄 索 数 ， 则 对 任何 一 全 Smaka, sd 
有 
a a ul 《modm ) , 
所 以 模 m 没 有 原 根 ， 
证 明 我 们 已 经 证 明了 ， 当 a 这 3 时， 模 2 没有 原 根 ， 因 
此 ， 我 们 假设 四 有 因子 分 解 式 
m-—2"pi'--p;*, 
Epp ERAS, a0. 因为 m 的 形式 不 是 1，2，4,p” 
或 2p"， 所 以 ， 当 s=1 时 ， 有 Q 宇 2; 当 a 一 0 或 1 时 ， As>2. 
注意 | 
MNA php). 
现在 令 a 是 与 mm 互 素 的 任 一 整数 ， 我 们 希望 证 明 
a ? cj (modm), 


令 g 是 Hips ARR, Yelk, d 


acg*  (modpi!), 
则 有 
q (m) ke (m) t ME I a 
(10) a * =g 2 =g) ( modp,! ) ， 


Jopt-ko(2*) (prt) 9002. 


我 们 将 证 明 ，t 是 一 个 整数 .如 果 Q 之 2， 则 因 T (23 8 
数 ， 于 是 t 是 整数 .如 果 a 一 0 或 1， 则 s 宕 2， 因子 p(p2”) 是 
288 


偶数， 所 以 t 仍 是 整数 ， 于 是 ， 同 余 式 (10) 给 我 们 
im) 


a * =l (modpi!), 
用 同样 方法 ， 我 们 得 
(11) ar =1 (modpj!) 
MR—PI=1, 2, +, s, 现在 我 们 证 明 这 个 同 余 式 对 模 2。 
ERE. Wels, Aba, m) = 二 1 要 求 a 是 奇数 ， 并 AR 


们 可 以 应 用 定理 10.3 写 
a (mod2*)., 


IÀv(2*)1e(m), ZART 
e€ (m) 


(12) a * = (mod2°) az3, 
如 果 a< 扫 2， 我 们 有 

(13) af ay ( mod2* ) , 
fAs>1, PRL (m)=p(2") e(pit) (pi) -2rg(2*) , 
其 中 + 是 整数 ， 于 是 9(2" | VL, maeta 
也 成 立 ， 于 是 (12) 对 所 有 欧 o 成 立 ，(11) 与 (12) 的 措 乘 在 一 
起 ， 我 们 得 


a =] (modm), 
这 证 咏 4 不 能 是 模 m 的 原 根 ， rj 


10.9 模 m 的 原 根 的 个 数 


我 们 已 经 证 明 ， 一 个 宇 1 的 整数 m 有 原 根 当 且 仪 当 
m=1, 2, 4, p'sk2p', 
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其 中 p 是 一 个 奇 素数 并 旦 a 之 1. 下 面 的 定理 告诉 我 们 ， 对 每 
个 这 样 的 m， 有 多 少 个 原 根 存在 .定理 10.9 如 Rm 
原 根 g， 那 么 m 恰 有 qp(q(m)) 个 不 同 余 的 原 根 ， 并 且 这 些 愿 
表 10.1 索 数 p 的 最 小 原 根 g Cp) 


p g(p) |p gp)':p gp p gp)iD gp) |p gp) 
2 1 109 6 269 2/439 15/67 31811 3 
3 2 | 113 3 2T1 6 443 2 | 619 à | 821 à 
5 2 | 127 3 | 277 5 | 449 3 | 631 3 823 3 
T 3 | 131 2 | 281 3 457 13l 6i 3 827 2 

11 2 | 137 3 | 283 3 | 461 2/643 111829 2 

13 2 |139 2/293 2 463 8] 647 5,839 11 

11 3 | 149 21307 5| 4687 2/653 2183 2 
19 2 | 151 6 311 17) 479 18 | 659 2 | 857 3 

23 5 | 15T 5! 313 10; 487 3 1661 2/859 2 

29 2 |163 2/317 2 491 2 | 673 5 | 863 5 

31 3 |167 51 331 3 | 499 7T|6r7 2187 2 

37 2 1113 2) 387 10/503  Á 51883 5 881 3 

41 6 |119 2/847 2159 2|691 3|883 2 

43 3 |181 2 349 2) 521 3 | Ti 2]88 5 

4T 5 |191 119 353 3 523 21709 21907 2 

53 2 |193 51 359 7|541 21789 11/911 iT 

59 21197 21367 6 547 2 2 5 919 T 

61 2 |199 3133 2,557 2173 6 928 3 

67 2|211 21379 2/563 2/7389 3937 5 

Ti T |223 3|383 5:569 3/743 594 2 

73 5.221 2139 2) 571 3 | 151 3.9471 2 

19 3.228 6|37 5|577T 5|1501 21/953 3 

83 2 |233 3401 3158T 2, 16i 6/9601 5 
89 3.239 T 49 211593 31/769 11/91 8 

91 5 | 241 T|419 2 59 71773 2197 8 

| 

101 2 281 6 421 2 61 7/187 2,983 3 

103 5 | 257 31431 T1607 3/197 2!997 T 

107 2 | 263 5 | 433 5 613 2 809 3 


根 由 集合 
S={g*:i<n<p(m), (n, p(m))=1} 

中 的 数 给 出 . : 

证 明 Ril Aexpa(g)=g(m), HS] E 1, 4 AM 4 
(n, q(m)) —1Bf, exp.(g")=expa(g), ARASH S 
一 个 元 素 都 是 模 巴 的 原 根 . 

反之 ， 如 果 a 是 模 m 的 一 个 原 根 ， 则 对 茶 个 k=1，2， 
“+, (n), Fa=g* (modm), P Æ expa(g®)=expn(a) 
=p(m), H51, (K, p(m))=1, Ai — E RRES 
中 的 一 个 数 . 因此 5 包含 有 mEp(m)] 个 互 不 同 余 的 数 modm， 
所 以 证 明 完 成 . 口 

虽然 我 们 证 明了 某 些 模 的 原 根 的 存在 性 ， 但 若 不 用 大 量 
的 计算 ， 一 般 还 不 知道 求 这 些 原 根 的 直接 的 方法 ， 特 别 是 对 
很 大 的 模 ， 令 g(p) 表 示 模 p 的 最 小 原 根 ， 表 10.1 列 出 所 有 
«100010 3X pie p). 


10.10 指数 的 计算 


如 果 m 有 一 个 原 根 g， 那 么 1，g，g?，…，g"”‘")-1! 形 成 
模 m 的 一 个 简化 剩余 系 ， 如 果 (a，m) 一 1， 那 么 在 区 间 0<k 
<p(m) 一 1 里 有 唯一 的 一 个 整数 E， 使 得 
acg* (modm ) ， 
这 个 整数 KE 叫做 以 g 为 底 ，a 对 模 钾 的 指数 ， 并 写 为 
k=ind,a, 
或 略 去 底数 g， 简 记 为 E=inda. 
下 面 的 定理 表明 ， 指 数 有 许多 类 似 于 对 数 的 性 质 ， 其 证 
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HENRI BBY 

定理 10.10 令 g 是 模 m 的 一 个 原 根 . 如 R(a,m)=(b, 
mò=1, WR 

(a) indab=inda +indb (modp(m)), 

(b) inda*=ninda (modg(m)), n1, 

(c) ind1—0, indg- 1, 


(d) ind( 1) = 900, £m-2, 


(e) 如 果 g' 也 是 横 m 的 一 个 原 根 ， 则 
ind,a=ind,.a-ind,g’ (modg(m)), INI 


下 面 几 个 例子 说 明 指数 在 解 同 余 式 中 的 应 用 . 
Al 一 次 同 余 式 、 假 设 m 有 一 个 原 根 ， 并 令 (a，m)= 
(b，m)=1， 则 一 次 辣 余 式 
(14) ax=b (modm) 
等 价 于 同 余 式 
inda+indx=indb (mode(m)), 
所 以 (14) 的 唯一 解 满足 同 余 式 
indx=indb—inda (modq(m)), 
We BUR OF, PA Bk Ast 
9x=13 (mod47), 
对 应 的 指数 式 证 
indx =ind13—ind9 ( mod48) . 
由 表 10 .2 我 们 得 ind13=11， ind9=40 (Xtp=47), ， 所 以 
inóxs:11—402 —29—17 ( mod46), 
再 由 表 10.2， 我 们 得 x=38  (mod47), 
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例 2 ”二 项 式 同 余 式 ， 形 如 
x"=a (modm) 
的 同 余 式 称 为 二 项 式 同 余 式 .如果 mm 有 原 根 并 B(a, m)= 
1 ， 则 此 所 念 式 等 价 于 同 余 式 
nindx=inda (modg(m)), 
这 是 一 个 以 indx 为 未 知 基 欧 一 次 同 余 式 . FE, 当 且 仅 当 a 
被 4=(n，q(m)) 整 除 时 ， 这 个 同 余 有 解 . 在 有 和解 的 情况 
下 ， 它 恰 有 d 个 解 . 
用 一 个 数字 的 例子 来 说 明 . 考虑 二 项 式 辐 余 式 
(15) x*=a (modi7), 
对 应 的 指数 式 是 
(16) 8indx=inda (amodl6 ) ， 
这 里 4 二 (8，16)=8. 由 于 1 与 16 是 指数 被 8 整除 的 仅 有 的 
两 个 数 mod17， 实 际 上 ,indl1=0,indl6 一 8， 所 以 (15) 在 a 半 
1 ga 16 ( mod17 ) 时 没有 解 . 
对 于 a=1， 同 余 式 (16) 变 为 
(17) 8indx=0  ( modi6) 
而 对 于 a=16， 它 变 为 
(181 8indx=8  (modi6), 
17) 与 (18) 中 的 每 一 个 都 恰 有 8 个 解 mod16.(17) 的 解 是 指 
数 为 偶数 的 x， 
x=1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16 ( modi7), 
“ESR, PETIT. (18) 的 解 是 指 数 为 奇数 的 
x, Walt TAY AER, 
x::3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14 ( mod17), 
例 3 指数 同 余 式 . 形 如 
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表 10.2 对 奇 素 数 p<<50 ， 所 有 的 数 ass0(modp) 的 措 数 。 


其 中 底数 9 是 p 的 最 小 原 根 
a 3 b T {1 13 17 19 23 29 31 3T 41 43 4T 
i 0 0 0 2 0 0 0 0 0 000 0 Q 
2 1 1 2 1 1 14 1 2 1 24 1 26 27 18 
3 3 1 8 4 1 13 16 5 1 26 15 i 20 
4 2 4 2 212 2 4 2 18 2 12 12 36 
5 5 4 9 5 16 1 22 20 23 22 25 1 
6 3 9 5 15 14 18 6 25 21 1 28 38 
7 T ii 11 6 19 12 28 32 39 35 32 
8 3 3.10 3 6 3 12 338 39 8 
9 6 8 2 8 10 10 2 16 30 2 40 
10 5 10 3 101 3 29 14 24 8 10 19 
11 T T 12 9 25 23 30 3 30 T 
12 6 13 15 20 T 19 28 27 13 10 
13 4 5 14 18 1 11 31 32 11 
14 9 T 21.138 22 33 25 20 4 
15 6 11 iT 27 21 13 37 26 21 
16 8 4 8 4 8 A 24 24 26 
17 10 T 21 7T T 33 38 16 
18 9 12 11 26 iT 16 29 12 
19 15 9 4 35 9 19 45 
20 | 5 24 8 25 34 37 37 
21 13 17 29 22 14 36 6 
22 i1 26 17 31 29 15 25 
23 20 21 15 36 16 5 
24 8 13 29 13 40 28 
25 16 10 10 4 8 2 
26 i9 5 12 1T 17 29 
21 15 3 6 5 3 14 
28 14 16 34 1i 5 22 
29 9 21 T 41 35 
30 15 14 23 11 39 


— m 


a | mal 

5 7 11 18 1T 19 23 29 31 37 41 43 AT 
31 9 28 34 3 
32 5 10 9 4 
33 20 18 31 2T 
34 8 19 23 34 
35 19 21 18 33 
36 18 2 14 30 
31 32 T 42 
38 35 4 1T 
39 6 33 3i 
40 20 22 9 
41 6 15 
42 21 24 
43 13 
44 43 
45 41 
46 23 


a*=b (modm) 
的 同 余 式 是 一 个 指数 同 余 式 . 如 果 m 有 原 根 ， 并 且 (a，m)= 
(b, mm)=1， 则 此 同 余 式 等 价 于 一 次 同 余 式 
(19) xinda=indb (modg(m)), 
令 d=(iada， 中 (ma))， 那 么 (19) 有 解 当 且 仅 当 dlindb. 在 有 
解 时 ， 恰 有 d 个 解 . 例如 ， 
(20) 25°=17 ( mod47 ). 
我 们 有 ind25=2，ind17=16，d= 二 (2，46)= 二 2， 因 (19) 变 为 
2x=16 (mod46), 
它 有 两 个 解 x 三 8 与 31《 mod46 ) ， 这 也 是 (20) 的 解 mod47， 


295 


10.11 原 根 与 Dirichlet 特 征 


显然 能 利用 原 根 与 指数 去 构造 模 m 的 所 有 的 Dirichlet 特 
征 . 首先 我 们 考虑 一 个 素数 害 的 模 P" ， 这 里 p 是 一 个 奇 素数 
Haei, 

令 g 是 模 Pp 的 一 个 原 根 ， 并 且 g 也 是 模 p? 的 一 个 原 根 对 所 
有 B 宇 1， 根 据 定理 10 ,6， 这 样 的 一 个 g 是 存在 的 . mE, p) 
-1, Wl &b(n)eind,n( modp*) ， 那 么 b(a) 是 唯一 的 满 
足下 式 的 整数 ， ` 

nzghU*) (modp*) Oxb(n)cq(p*). 
AP Th=0, 1, 2, +, q(p*)-1, H 


25ihkh(n) 
ç (p°) 


车 ptn 

若 pln 

定义 xx .利用 指数 的 性 质 , 容易 验证 x, 是 完全 积 性 和 的, 并 
且 是 一 个 以 p "为 周期 的 周期 函数 ， 所 UL x AE EE p* 0g — 7 
Dirichlet 特 征 . 其 证 明 作 为 习题 留 给 读者 . 


CD Df 


因为 2 ih 
x(g)-e' 17, 
斯 以 特征 xu， Bi, 775, x。 us) ,是 互 不 相同 的 ， 这 因为 它 


们 在 g 上 取 不同 的 值 ， 故 有 oqp(p") 个 这 样 的 函数 表示 了 Bp" 
的 所 有 的 Dirichlet 特 征 ， 以 g= 3 为 原 根 ,同样 可 以 构造 模 2° 
(a-13xXa =2 ) 的 所 有 的 Dirichlet 特 征 ， 
如 果 和 m= pits p:'， 其 中 p ;是 不 同 的 奇 素数 ， 并 且 xi 
Ep 的 一 个 Dirichiet 特 征 ， 那 么 乘积 x 一 x1…x, 就 是 模 
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m 的 一 个 Dirichiet 特 征 , 因为 gqCm)=qp(p11)… g(p;/),Bt 
以 ， 当 每 个 x; 通过 Mp :的 q(pi') 个 特征 时 ， 我 们 就 得 到 
q(m) 个 这 样 的 特征 ， 于是， 对 每 一 个 奇数 模 ， 我 们 显 然 能 
构造 模 凸 的 所 有 特征 ， 
如 果 a>>3， 则 模 2" 没 有 原 根 ， 为 了 得 到 模 2" 的 特征 ， 构 
造 的 方法 有 必要 作 些 微小 的 变化 ， 下面 的 定理 证 明 ， 5 是 模 
2° 的 原 根 的 一 个 很 好 的 将 代 者 . 
定理 10.11 设 c>3， 那 么 对 每 一 个 奇数 n， 有 唯一 确定 ' 
的 整数 hb(n )， 使 得 
n=(—1) 3 g ( modz“), 
1 <b(n)< PD . 


证 明 令 f=exp,.( 5), F dE5'-1(mod2'), 我 
imiriggic- PED, Riga), PRA 
RAB <a—1, 由 定理 10.8 我 们 知道 


$602?) 


2 =1 (mod2*), 
于 是 {<-Y(2") ， 因 此 B<2。 下 面 我 们 证 明 B 一 一 2. 


um FETE Hel 21x, 48 


(i22) 1 十 28+2 十 T28+3 
- a E297 (1-421), 
HoprE-epeck. TES 一 1 一 2'+?t， 其 中 t 是 一 个 奇数. 
但 2"|15: 一 1， 所 以 a 万 BB 二 2 或 B 宇 a 一 2, TÆ B=a—2 3 H 
[2-807 因此， 
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(22) 5, 52, =, 5! 
对 模 2* 互 不 同 余 ， 而 每 一 个 对 模 4 都 间 余 于 1 ， 这 是 因为 
5=1 ( mod4 ) , 类似 地 ， 

(23) 一 5， 一 52，,…， 一 5 
对 模 2 也 本 不同 余 ， 而 每 一 个 对 模 4 都 同 余 于 3 ， 这 因为 
一 5 三 3( mod4 ) ,在 (22 ) 与 (23) 里 共有 2f=qp(2") 个 数 ， 而 
且 也 不 能 有 5 二 一 5*( mod2" ), 因为 这 将 得 出 1 二 一 1 
( mod4) .于 是 (22) 与 (23) 里 的 数 表示 了 q(2") 个 不 同 余 的 
奇数 mod2"， 每 一 个 对 模 4 同 余 于 1 的 奇数 n 必 与 (22) 里 一 
个 数 同 余 mod2， 每 一 个 对 模 4 同 余 于 3 的 奇数 必 与 (23) 里 
的 一 个 数 同 余 mod2"， 定理 得 证 . LJ 

ID 2 BO 11 BRANT HB E2 (a3) 的 所 有 的 特 


(n-1) N e 
(24) Hay {D n 为 奇数 ， 


n 为 偶数 ， 
并 令 
2zib(n) 
eB sy» 
M n 为 偶数 ， 


其 中 b(n) 是 根据 定理 10.,11 给 定 的 整数 ,容易 验证 ， fedi 
是 模 2" 的 特征 ， 乘 积 
(25) x.,-(n)=f(n)*g(n)° 
也是 模 2" 的 特征 ， 其 中 a 一 1，2? 而 c 王 1，2，，…， ex, 
并 且 这 (2°) AREETAN, HrEUCHTT AUR Y ER KNA 
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如 果 m =27Q, MQ A, RIMER Pix x x, , 
Hix 通过 模 2“ 的 9(2") 个 特征 ，x; 通过 模 Q 的 p《Q) 个 特 
征 ， 这 样 ， 就 得 到 模 m 的 所 有 的 特征 . 


10.12 模 pa 的 实 值 Dirichlet 特 征 


如 果 x 是 模 m 的 一 个 实 值 Dirichlet 特 征 ,并 且 (a, m)= 
1， 那 么 数 x(a) 是 一 对 实 的 单位 根 ， 所 以 x(a)= 土 1. 由 上 
一 节 的 构造 我 们 能 确定 模 P* 的 所 有 的 实 值 Dirichlet 特征 . 

定理 10.12 *1& — 7 2p Sp 5671, RR RS C21) 给 出 
的 模 P“ 的 p(p“) 个 Dirichlet 特 征 . 那 么 , 当 且 仅 当 h=0 或 h = 


°C") mn ox BL, FRAP RAAT RE, 
证 明 RHH, ewiz— 1 当 且 仅 当 z 是 整数 ， 如 果 Ptn ， 
则 有 


2mihb(n) 
x,(n)=e m%(p°) 


所 以 x(a) 一 土工 当 且 仅 当 9(p*)12hb(a)， 如 果 h 一 0 或 b 一 
OT) ， 这 个 条 件 对 所 有 的 ! 是 满足 的 反之， 如 果 对 所 
有 的 a， 有 9(Pp*)12hb(a), 则 当 bCn) 一 1 时 ,我 们 有 中 (p?)129 
或 CP) | bn， 于 是 h 一 0 或 h 一 -ep 》 ,因为 它们 是 小 于 


we") 的 仅 有 的 -了 9 ) 的 倍数 ， 


注意 ， 对 应 于 h 一 0 的 特征 是 主 特征 . 当 a 一 1 时 ， 二 次 特征 x (n) = ( s) 
是 模 p 的 另 一 个 唯一 的 实 值 特征 ， 
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对 于 m= 二 1，2 与 4， 所 有 的 Dirichlet 特征 都 是 实 的 。 下 
面 的 定理 描述 了 模 2"(a 宇 3) 的 实 值 特征 ， 
定理 10.13 ”如 果 c 宇 3, 考 虚 由 (25) 给 出 的 模 2" 的 (2^) 


个 Dirichiet 特 征 x， y . 则 x ， ,是 实 值 的 当 且 仅 当 c 一 -2 


或 6 一 (2 ) -， 于 是 模 2*(a>>3) 愉 有 4 个 实 特征 


证 明 ”如果 a 宇 3 并 且 n 蚌 奇数， 根据 (25)， 有 
x,,(n)-— f(a) ga)", 
Hopia) = + 11 
2ricb(n) | 


g(a) =e 2, 
JUpircm2777, 4 HA2? [2b(n) 8 2° ^? |eb(n)f, 


gn) =1, Bj3go(2*) 7277! Bebe = sr) — 


或 c= SU) geo, 上 面 的 条 件 是 满足 的 .反之 ,如 果 : 


对 所 有 的 a， 有 2*- ?|cb(n)， 那 么 由 bh(n)=1 RR], 
所 以 c= 2"- ?或 2 ， 这 是 因为 1 和 ec<2“ mi 


10.13 模 ps 的 本 原 Dirichlet 特 征 


在 定理 8.14 时 ， 我 们 证 明了 ， 当 p 是 奇 素数 时 ， 模 p 的 - 
每 一 个 非 主 特征 zx 都 是 本 原 的 ， 现 在 ， 我 们 来 确定 模 P* 的 所 
有 的 本 原 特 征 . 

我 们 回忆 8.7 节 里 讲 过 的 ，x 是 模 k 的 本 原 特征 当 且 仅 当 
x 没有 诱导 模 d 二 Kk， 一 个 诱导 模 d 是 k 的 一 个 约 数 ， 它 满足 
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x(n)=1 %4(n,k)=1, n=i(mod d) 时 . 

如 果 k=p* 并 且 x 是 模 p" 的 非 本 原 特 征 ， 那 么 约 数 1 ， 
Pp，"…，p" 之 一 是 诱导 模 ， 于 是 p"-! 是 一 个 诱导 模 ， 因 
此 ， 当 且 仅 当 n""! 不 是 x 的 一 个 诱导 模 时 ，x 是 p" 的 本 原 特 
征 . 

定理 10.14 对 一 个 奇 素 数 p 与 ">2, 考 虑 由 (21) 给 出 的 
Hip’ By (p )PDirichleteegeEx,, Mx, Bap B9 STE 2 
B4 phh, 

证 明 ”我们 证 明 p" :是 一 个 诱导 模 当 已 仅 当 plh. 如 果 
Pth， 根据 (21) 式 ， 我 们 有 


rhb(n) 
x,(n)=e gCp*) 


HarBneghCÀ,(modp'), WE 40821, ght ip! 的 原 根 . 
[Ng g^") zn(modp*^!), wm Hnetr(modp'!), B 
g'Cozi(modp*^!), HA AgÆE p 11024 BUH, Br 以 有 
q(p*7!)|b(n) s 

b(n) =typ( pt?) 一 -ee 
对 某 个 整数 t. 因 此 

x,(n)=e P 
如 暴 p+h， 刚 xa(a)=1， 于 是 xi 是 模 p“ 的 六 本 原 特 征 . 如果 
pth, Xni p*^!,Winzz1(modp*^!), [Hn à: 1 (modp*), 
所 以 0<b(Ca)<q(p")， 因 此 p+t，p+iat 并 H xi(n) 1, 这 
证 明了 ， 当 ph 时 ，x+ 是 本 原 的 . ð 

Hm= RA, Bim (QA — Ex, ME IE. 如 果 

m=4, JU 4 APSE, BEER ER O8 出 的 本 
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原 特征 . 下 面 的 定理 描述 模 2"{(wc>3) 的 所 有 的 本 原 特 征 . 其 
证 明 与 定理 10.14 的 证 明 类 似 并 留 给 读者 ， 
定理 10.15 ”如 果 a 宇 3， 考 虑 由 (25) 式 给 H BS HE 2705 
q(2°) 个 Dirichlet 特 征 x,,。. 则 x,，. 是 模 2" 的 本 原 特 征 当 且 
仅 当 c 是 奇数 ， 
前 面 的 结果 描述 了 所 有 素数 宕 p" 为 模 的 所 有 本 原 特征 . 
为 了 确定 一 个 复合 数 模 k 的 本 原 特征 ， 我 们 写 
k-pirepirn, 
于 是 模 k 的 每 一 特征 x 有 因子 分 解 形式 
X=X,'"X,;, 
其 中 每 个 x; 是 模 pt :的 一 个 特征 . 另外 ， 根 据 习 题 8.12,x 是 
模 k 的 本 原 特征 当 且 仅 当 每 一 个 x; 是 模 pt ;的 本 原 特征 . A. 
此 ， 我 们 完全 描述 了 模 k 的 所 有 本 原 特征 ， 


第 十 章 习 是 


1. 证 明 ,m 是 素数 当 且 仅 当 expa(a)==m 一 1 对 某 个 a 成 
X. 

2. dn(a,m)—-(b,m)— 1, H(expa(a), expa(b)) 
— 1 > 

证 明 
€XPn(ad)=expn(a)expn(b), 

3, 令 g 是 素数 p 的 一 个 原 根 ,证 明 ,如 果 p=1(mod 4), 
则 一 g 也 是 p 的 一 个 原 根 如 果 p 三 3Cmod 4), Bl. 
exp,(—g)=—P— (o D. 
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5. 


11. 


(a) 如 果 p 是 一 个 形 如 2" -in>1) 的 素数 ， 证 明 3 
是 p 的 一 个 原 根 . 

(b) 如 果 p 是 一 个 形 如 4q 十 1 的 素数 ， 其 中 q 是 一 个 
奇 素数 . 证 明 2 是 模 p 的 一 个 原 根 . 

令 m>2 是 一 个 有 原 很 的 整数 且 (a,m)=1 如 果 存 在 
— Ax, fifa =x? (modm), RN Hid AaRm, 证 明 


ei 


(a) aRm4 Ba s =1( mod m), 
(b) 如 果 aRm， 则 同 余 式 x?=a(modm) 恰 有 商 个 解 . 


(c) HERALD 个 互 不 同 余 modm 的 整数 a， 合 


2 
得 (a,m)=1 并 且 aRm. 

Wem> 2, (a,m)=1, aRm, WEBB, We A x =a 
(mod m) 8 W A 8R24 BDUS mA BR, 
&S.(p)= Dk", 其 中 p 是 一 个 奇 素数 且 n>, 
证 明 
OE 0 (mod p)  din20(mod p—1), 

1 (mod p)  Zinz0(mod p—1), 


证 明 ， 横 p 的 全 部 原 根 之 和 同 余 于 4(p 一 1)mod p, 
如 果 p 是 一 个 >? 的 奇 素数 ， 证 明 ， 模 p 的 全 部 原 根 
之 积 同 余 于 1modp , 


， 令 p 是 一 个 形 如 2““ 十 1 的 奇 素数 证明, 模 p 的 全 部 


原 根 的 集合 等 于 模 p 的 全 部 二 次 非 剩 余 的 集合 . 利 
用 此 结果 证 明 ，7 是 任意 这 样 的 素数 的 一 个 原 根 . 
Bed|p(m), WRd=expa(a), RRB a 是 同 余 
式 
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x= 1(modm) 


的 一 个 原 根 . 证明 ， 如 果 同 余 式 


x? = 1 (modm) 


ATER, WA, ERAG(o(m)) XHÉm REA 


的 原 根 ， 
12. 证 明定 理 10.10 里 叙述 的 指数 前 性 质 . 


13. 令 p 是 一 个 奇 素数 .如果 (h,p)= 1 ， 则 令 


S(h) = (h*:1n«g(p—1), (n,p—1)—1), 


RUA PRY ER, 3E Sho AOEBEDTE 不 
Fi. (实际 上 ， 它 们 是 p 的 原 根 ，) TERR, CH BU 
Pp 二 3(mod4) 时 ， 存 在 一 个 整数 h， 它 不 是 p 的 原 根 ， 使 
5(h) 中 各 数 对 模 p 互 不 同 余 . 


14. 
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MRm>1, Seis, pp ee(m) HRA zT 

如 果 (g，m) = 二 1， 证明，g 是 m 的 一 个 原 根 当 生 仅 当 
qm) 

g Pi 31 (modm), i=1, 2, +, k. 


.素数 p=71 有 一 个 原 根 7 ， 找 出 71 的 所 有 的 原 根 ,并 


ik np? 与 2p" 的 一 个 原 根 . 


.人 解 下 列 同 余 式 ， 


(a) 8x= 7 (mod43), 
(b) x*=17(mod43), 
(c) 8*= 3(mod43) 


， 令 9 是 一 个 奇 素数 并 设 p= 4q 1 也 是 素数 


(a) HEBEL ASR x? = —1(modp) A LERA, 
SEAR RCE fi) ERAS , 
C5) 证明, 除开 (a) 星 的 两 个 二 次 非 剩余 之 外 ,p 的 任 


=A RR REDI id. 

(c) iH 297K) c USUS | 

18. 17 题 的 推广 Sack AARO p= 27a + 1 也 
是 素数 . 证明， 如 果 az" 专 1(modp)， 则 Pp Bu ff — 
UR AER aa BRE ph EUR 

19. 证 明 ,， 模 8 只 有 两 个 实 本 原 特 Ie 出 一 个 表 显 
示 它 们 的 值 . 

20， 邻 x 号 模 m 的 一 个 实 本 愿 特征 ,如 果 nm 不 是 2 的 方 
等 ， 证 明 m 有 形式 
m-—2^*p,-"p., 

其 中 是 不 网 的 奇 素 数 并 且 a — 0，2 或 3. 如 果 c= 0 ,证 明 . 


x(—1)= no nc 
当 a 二 2 于， idit 一 1) 的 一 个 相应 的 公式 ， 
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£ PE  DirichletZg Zi 5; Euler JR 


1737 年 ，Euler 用 证 明 对 所 有 素数 展开 的 级 Be Dp 发 
散 的 方法 证 明了 无 穷 多 个 素数 存在 性 的 Euclid 定 理 ， 他 推出 
这 个 结论 是 由 下 述 事 实 得 来 的 ,出 

(1) 5(s)= 3L — 对 实数 s>1 
给 定 的 zeta 画 数 5E(s) 一 co ( 当 s 一 1 时 ) . 1837 年 ， 由 于 研究 
级 数 

(2) LG,3)- DY., 


n 


dABxA—-^4Dirnichlet£RfEJ3E Hs 1, DirichletgEH] T lh HJ 
关于 算术 级 数 里 素数 的 著名 定 理 . 级 数 (1) 与 (2 ) 是 形 如 
ww f(a) 

(3) Do 
RS gU S PIT, A (Cn) dE — PH PR, 这 类 级 数 叫 做 具 
有 系数 {(a) 的 Dirichlet 级 数 ， 它 们 成 为 解析 数论 里 很 有 用 
的 工具 之 一 . 

本 音 研 究 Dirichlet 级 数 的 一 般 性 质 . 下 一 但 作 Riemann 


307 


zeta t(s) Dirichlet L— AL (s, x) BE 3 IN 8f 
5b. 

Riemann 记 号 ,我 们 令 s 是 一 个 复 变 量 并 写 

s=0+it, 

其 中 5 与 t 是 实数 . MW A ata etter = ettii) tt = 
nçei'lešn, 3cygEBj[n'| =n", WAWEKA, |eí°|=1. 

满足 sc>a 前 点 s 一 5 十 让 的 集合 叫做 是 一 个 半 平 面 ， 我 们 
将 证 明 ， 对 每 一 个 Dirichlet 级 数 ， 有 一 个 半 平 面 ac>a.， 级 
数 在 其 中 收敛 ， 而 在 另 一 个 半 平 而 gc>as 里 ， 级 数 绝对 收 
9k. 我 们 还 将 证 明 ， 在 收敛 半 平 面 星 ， 此 级 数 形 示 复 变量 s 
的 一 个 解析 函数 . 


11.2 Dirichlet 级 数 绝对 收敛 的 半 平 面 


ti RES, WRol>a, RNAn | =n Sn", 
于 是 


| fCn) E 1£Cn)] 


B, uUupRDirichletZ& t$ í(n)n7 ^ Xj P s—a-r ib 26 Xp W 
Sk, IBARGE LRM RIE, CAMAH >a) HERRA, 
定理 11.1 RAAD fO REHMA MA, +H 
不 是 对 所 有 ;都 发 散 ， 那 么 RE-TRBo, , iea 
的 横 坐 标 ， 使 得 ， 当 5c>c ,时 ， 级 数 之 f(n)n”… 绝 对 收敛 , 但 
若 o<a.， 级 数 就 不 绝对 收 敏 . 
证 明 SDE f(n)n-* | 发 散 的 所 有 实数 5 的 集合 . 
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EAT BAR eT A SAW OM, LAD SESE EH, 又 因为 级 数 

不 是 对 所 有 s 都 发 散 ， 所 以 DD 有 上 界 ， 因 此 D 有 一 个 上 确 界 ， 

记 为 0。， 如 时 0 过 9。， 则 o €D， 否 则 o 将 是 D 的 一 个 小 于 上 

WOR EE. WRo>o,, Avo DWEK, MoD, 

mmt. o 
注意 ， 如 果 级 数 | f()n-5 J 处 处 收敛 ， 我 们 就 规定 gs 一 一 co , 30 X 

RIE |ia) s | AMAR, RRE a =+ 0. 


j1 Riomann zetat Xm. Dirichlet 级 数 > n-: 对 


G>1 绝 对 收 仿 ， 当 S$=1 时 ， 级 数 发 散 ， 记 以 c,=1 .此 级 数 
之 和 记 为 5(s) 并 称 为 Riemann zetak $e, 

例 2 WRA, Ml fin) E MEDI a1, BA 
fCn)n- 对 a>1 绝 对 收效 ， 所 以 5c, 委 1， 特 别 ， 如 果 x 旦 一 
个 Dirichiet 特 征 , 那么 L 一 级 数 L(s,x)= Xix(n)n^ 501 
ott x1 OE a 

例 3 RAD n PE sim. uolo. 

例 4 级 数 >anr"n :对 每 一 个 s 都 绝对 收 化 ,所 以 0, == 


一 Co 
°. » 


11.3 由 Dirichlet 级 数 定义 的 函数 


ALE SU (0 )n7 Xo 0 bk AES F(s)3: aA EC 
(4) Fe) XO. No>0,. 
RG Bu ECs yi FE FEE, 我 们 先 证 明 下 证 的 引 理 ， 
5]: 1 — d0ERN-120Bo2c0,., WS 
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eoe] enc Suo, 
证 明 我 们 有 
| Bi] <a | 
= Ean NS enn 


POTERE 口 


下 面 的 定理 描述 F(s) 的 情况 ， 当 x 一 十 cc 时 ， 
定理 11.2 RFs) HORE, W 
limF(o+it)—f(1). 
对 一 ce<t<< 二 co 是 一 致 收敛 的 . 
证 明 因为 F(s)= £0) YE), MARR 
FA, “4o>+oonf, 7 :项 趋 于 0 即 可 . ixkNtc60,., 则 对 于 
czc, Hl 


S f(n) -(o-c) = =e A 
Pr <2 PX ETE 
其 中 A 对 于 c 与 { 是 独立 的 . HX o Cro ecW) ， 
于 是 定理 得 证 . L] 


fj "c> +B], C(ocit)o 1 HL(o- it, x) 1 . 
Fak HEBD, BRAT A FA Wakana HORE — Wü . 
定理 11.3” 叭 一 性 定理 . 已 知 两 个 Dirichlet 级 数 
ro a P seo 80 
Mo>o, BEEKE. 如 果 对 一 个 无 穷 序列 {s,} 里 的 每 
~s, AF(s)=G(s), #pk>ott, oito, PA, xl 
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每 一 个 n 都 有 f(n) = gn), 

证 明 令 n(n)=f(Cn) 一 5Ca) 并 令 H(s)= F(s) 一 G(S). 
划 对 每 一 个 K，H(s; ) = 0. 为 证 明 对 所 有 的 n， Aha) = 
0 ， 我 们 设 对 某 些 x 有 h(n) 六 0 并 得 到 一 个 矛盾 ， 

令 N 是 使 h(a) S 0 的 最 小 整数 ， 那么 


h(N)=N:iH(- N sh) 

4s=s,, Wüdil(i)-0, pA 
h()--NU M haya, 

RK, ffo.ce, Dubeco., FUJA 得 
(aN) ENa (Gri). 3 [hGa)|n": 


AX 
"(s^ , 


MORAW PKR, Kos, RME xL) “一 0 
所 以 hCN)==0， 这 是 一 个 矛盾 ， L] 

唯一 性 定理 推出 Dirichlet 级 数 不 为 零 的 半 平 面 的 存在 
TE. 当然， 除非 此 级 数 全 为 0 ，) 

2811.14 €F(s)-Xf(0nc', IFIEXER T iS 0> 
obs, BF(s)+0, MA, FE-T#EEBo>c>o.,F(s) 
ER ETAF. 

证 明 假设 没有 这 样 的 半 平 而 存在 ， 那么 对 每 一 个 人 = 
1，2，…， 有 一 个 满足 cx > 指点 se， 使 得 F(s:) 一 0. 因为 
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当 F 一 co 时 ，cx 一 二 ce， 由 唯一 性 定理 得 出 ， 对 所 有 的 na,， 有 
f(n)=0, xk 3F(s)*se 0《 对 某 个 s ) 的 假设 矛盾 ， 


11.4 Dirichlet ži EE 


下 而 的 定理 把 Dirichlet 级 数 的 RRE 它们 的 系数 的 
Dirichiet 乘 积 联系 起 来 . 

定理 11.15 SEAT Dirichlet MATH BBE CS) 
5G(s), 


GG)= 3-9UD. 对 o>b. 
则 在 二 级 数 绝 对 收敛 的 半 平面 里 ， 有 
(8) F(s)6(s)= $ A), 
Hrph—=f-g Bf SghyDirichletseR, 
h=). 
反之 ， 当 K 一 oo 时 ， 如 果 o4 一 十 ce， RRA AAs, } BAY 
所 有 :都 有 F(s)6(s)= Ha(n)n-*， 那 么 4 一 f*g， 
WEN) 对 任 一 使 两 个 级 数 都 绝对 收敛 的 9， 我 们 有 
F(s)G(s) = Pian 3 s(m)n* 
= Y MiG)s(n)na)*, 
AAAI SY, dul edax DONOR, IE ELT 
VLA JI HES BUR BANS Pn BN SRE 
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起 并 记 ma =k, k 的 值 fib E, 2, =t, 于 是 
F(s)G(s)= Xi (Jiem) k= Th, 
KPa) = Drona f(a)e(m)= (igk). REDE TH+ 
断言 ， 而 第 二 个 断言 由 唯一 性 立即 可 得 . 口 
例 1 BIAS S SDU “对 o> 1 都 绝对 收敛 ， 
在 ( 5 ) 式 里 取 fa)= 1, (=u) ,我 们 得 ha)= [二 |， 
所 以 
t(s) > wa) —1 orl, 
特别 ， 这 说 明 ， 对 o> 1 t(s) 0, JEIT 
um). 1 
PES Es) o1, 
例 2 Xd, BRI) 0 ， 并 令 g= fTM Diri- 
Sie hei, MA, AE UTC). Eaa HCC) 
一 g(r)n-' 都 绝对 收敛 的 任 一 半 平 面 里 ， 我 们 有 F(s) 六 


1 
UCCEG) 

例 3 jJUEF(s)-— Slf(n)n^'XIo7 o, Zt Wok WARE 
完全 积 性 的 ， 那么 我 们 有 f:(a) 一 上 Ca)fCn) .因为 | 全 区 a) 
<|{(n)|, KAANU) solo, MARIS, IFA 
我 们 有 


si in f(a) 00 01 当 : 

Z o Fy 909. 
特别 ， 对 仔 一 Dirichlet 特 征 x， 我 们 有 

S Ox) 20 1 x f 

at LG O 当 5 之 工时. 
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Ba NU(2)— 1, g(n)=9(n) X Euler 函数 ， 因 为 
O(n) <n, BOR Ie (n) n7 o> 2 AAT MCS, TEL h(n) 
- Xie(D- n, 所 以 ( 5) 式 给 出 


t) > - 5 =€(s—1) Mo»2H. 


因此 ， 


B= C AUR o2, 


例 5 MEC) 1 s) 05, MURO NL d= 
9;(), (5AB 
E(s)E(s—2)= > Taa) 
tro>max{1,1+R.(2))., 
BIG Wila)=1, g(n)—X(n)LiouvilleXg, W 
OPCE f BA MAE, 


0 HE, 
所 以 ( 5 ) 式 给 出 
h = À(n) — - 1 — - 1 
G(s) X n" > "E ph mre = ECs) 


š A(n) _ &(2s) "o> 1H. 


n° G(s) 


11,5 Eulerz&fg 


下 面 的 定理 是 Euler 在 1737 年 发 现 的 ， 有 时 称 为 是 代 术 
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s Y 


heed 


基本 定理 的 解析 意义 ， 

定理 11.6 令 f 是 一 个 积 性 数论 孟 数 ， ori 
MN. 那么 ， 这 个 级 数 的 和 能 表示 为 在 所 有 素数 上 展开 的 一 
£B KTH SM Fe BS FAR 


(6) fne pane t), 
OR RES RY, MIATA 
OTT 1 
$: EPFL IRIS Euler EH, 
证 明 tube DU <x LEMAR 
p(x) - T (tr f(p)+ f(p? ) bend, 
因为 这 是 有 限 个 绝对 收敛 的 级 数 之 积 ， 所 以 它们 可 以 相 乘 并 
可 以 任 一 方式 重 排 项 前 顺序 而 和 不 变 ， 一 个 有 代表 性 的 项 是 
fpi Cpi pe fp? ) - f( pet pi ept), 
这 因为 {是 积 狂 的 ， 根 据 算术 基本 定理 ， 我 们 能 够 写 
p(x)= Eiln), 
KAGE fh Books ARAM <x, DUL, 
Sila) p(x) = Xl), 
其 中 B 所 含 的 数 a 至 少 有 -一 个 素 因数 >x， 因 此 
DE- p(x) |< VEC) < Ba), 
Bub, BRL x— colt, Est MHEG n qua T. 
0 ， 于 是 ， 当 x 一 co 时 ，p(x) 一 tf(a)， 
当 对 应 的 级 数 避 a, 绝 对 收 化 时 ， 形 如 x(1+a,) 的 无 穷 乘 
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积 绝对 收敛 。 此 时 ， 我 们 有 
Slip) + fp?) <= Cf)! + |f(p?)| 


e) 3G). 


因为 所 有 的 部 分 和 有 界 ， 所 以 正 项 级 数 
X EC) + fC?) + 


Wc, RHE 6 ) 里 的 乘积 绝对 收敛. 

最 后 ， 当 f 是 完全 积 性 函数 时 ， 我 们 有 fp")==f(p)" ,并 
ELC 6 ) 式 右 端 的 每 一 个 级 数 都 是 收敛 的 几何 级 数 而 其 和 为 
(i+ ftp)". [] 

对 于 绝对 收敛 的 Dirichlet 级 数 应 用 定理 11.6 我 们 立即 
可 得 ， 

定理 11.7 BRU Mo>o AMR, MR 
积 性 函数 ， 则 有 


(8) > D =+ 这 | A) e] 


p?^' 
Hoo, 
如 果 f 是 完全 积 性 的 ， 则 有 
S f(n) _ 1 w ; 
= n° HO 1+f(p)p ° 当 o>>0, 时 , 


它 表明 ，(8) 式 里 的 蒋 积 的 一 般 项 是 x 二 p- HAA 的 Bell 级 
af), (82.16%. ) 

例 23JXO)—1, v(a), o(2), o), À(n) 与 
x(n)， 我 们 得 到 下 列 Euler 乘 积 ， 


ce bettie en. 
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c uir 


my 7 HGP) Bent. 
See > q(n) -n ILE. #o>2, 
S o,a) . 1 

AC n: i (1—p7‘')(1—p*") 
#fo>max{t, 14+R.(a)}. 


O(s)&(s—a) = 


L(s,x)= $x) : dol 
os mou i-x()p? "7707 


注意 ， 如 果 X 二 Xi 为 神 k 的 主 特征 ， 则 当 p | kap, xi(p)—0. 5p tki, 


Xp) 一 1， 所 以 L(s，Xa) 的 Euler 乘 积 为 


_ boo 1 _ 
L(s, x)= aU ) 


=€(s) IT G-p). 
RU L—m «XL, yi) 等 于 zeta 函 数 乘 以 有 限 个 因数 。 


11.6 Dirichlet 级 数 收敛 的 半 平 面 


为 证 明 收 敛 半 平 面 的 存在 性 ， 我 们 需要 利用 下 面 的 可 


5. 
引 理 2 令 s 二 0o +it。， 并 假设 Dirichlet RADE) 


nan "的 部 分 和 是 有 界 的 ， 即 
| 之 f(n)n^' | <M 


HA> 1 成立。 那么 对 a>ae 的 每 一 个 5 我 们 有 
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CO Lg, foem (o rot) 


证 明 4a(n)= denn e A(x)= > 2 a(n), JU 
f(2)n"'—a(n)n'e-*, gkRÉ, BRAT AB AU I BB 4. (EC ) - 
x'e^* ) 1838] 
> f(n)n^'— A(b)b*e7* — A(aJa' v7 


agn<b 


 (s—s,) JT ACQt ons dt, 
HASTAQOTEM, 所 以 
| 之 f( n)n^* 


auch 


«Mb*» Ma? 


+|s—s | Mí5tov«-77:dt 
b*o7? — ato? | 


«Ma*s7* + |s—s,|M 


«Mato (14. 18801), [] 
o 


Cu 一 

例 MARAM IS x n HAE, RU SDRE 2 推出, 对 > 
0, 2ifí(n)n-'u y. FRE, WECO HRs, =0,= 0 
我 们 得 到 ， 对 c> 0, 


| V of(n)n- Teka °, 


ia«n«b 


其 中 对 于 a 是 独立 的 。 令 a 一 十 cc， 我 们 得 到 ， 当 ac> on, 
P$if(n)n "sk. 特别 ， 这 证 明了 ， 对 Ga> 0, Dirichlet% 
5 fo 


A, "P 类 似 地 ， WR sx BE Pš k AY 
(ESE ERE, WRIA N axa) <@(k), BRU 
x xta) f 


n 
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对 ac> 0 是 收敛 的 .同样 的 推理 可 得 出 下 面 的 定理 ， 

定理 11.8 ”如 果 级 数 2>.f(n)n s=o, +it MM, 那么 
ENFAHo>o WMASKR. 如 果 它 对 := co 二 it, 发散， 
那么 它 对 具有 0 二 0, 的 所 有 s 发 散 . 

证 明 第 二 个 论述 可 由 第 一 个 论述 得 到 ， 为 证 明 第 一 个 
论述 ， 我 们 选择 具有 0 二 0o6 的 企 一 s， 由 引 理 2 得 出 

MONIO [< ka"? "9, 
其 中 k 对 于 a 是 独立 的 ， 因 为 当 a 一 十 co 时 ，a"o 0, BH 
Cauch yi 9 Az 4:18. 31f(n)n e. L] 
定理 11.9 $u3RIR 83 fn): AAEM akata ph Ah 
发 散 ， 那 么 礁 在 一 个 称 为 收敛 横 坐 标的 实数 c.， 和 使 得 这 个 级 
Hho>o .的 半 平 面 里 对 所 有 s 收 敏 而 在 半 平 面 c<a .里 对 所 
HEB. 

TER PERL, Ro .为 所 有 c 的 上 确 界 ， 
对 0 过 o .的 所 有 s， 之 f(n)n RH, 

注 : 如 果 级 数 处 处 收 伍 ， 则 我 们 规定 ge 一 一 co. WRT Ar, N 
RM Zo = +o. 

ANSE, PRUE Apo. So, WR 
o.>0., WH-TIRN BE Riko.<o<o,, LEM, 
RRA. ( 参看 图 11.1 ) 下 面 的 定理 证 明 ， 这 个 带 形 
区 域 的 宽度 不 超过 1 


ka T kat 


9c 95 


(314.1) 
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定理 11.10 对 任 一 5 AAMHDirichlet RR, RNA 

= "o«c,—o,«1, 

证 明 我 们 证 明 ， 如 果 忆 fCn)n o WR As MK, MA 
对 0 之 oo 十 1 的 所 有 s，f(n)n"'o 绝 对 收敛 . 

令 A 是 级 数 |fa)a ol B LH, BA 


f(n) {(n) 1 < Á 
n' n*o ns-so | ` nose 
与 Zn" bg Elfa) | 收敛， O 
Bl mRo> 0 ， 则 级 数 
> (D 


收敛 ， 但 只 有 在 c> 1 时 ， 它 才 是 绝对 收敛 的 . 因此 ， 在 这 
个 例子 里 ，a.= 0, o,= 1. 

Dirichlet 级 数 收 敛 的 性 质 可 与 震级 数 比 较 ， 每 一 个 3 
级 数 有 一 个 收敛 圆 盘 ， 而 每 一 个 Dirichlet 级 数 有 一 个 收敛 
半 平 面 。 稳 级 数 的 收敛 圆 盘 内 部 也 是 绝对 收敛 区 域 ， 而 
Dirichlet 级 数 的 这 个 绝对 收敛 区 域 可 以 是 收敛 区 域 的 一 个 
适当 的 子 集合 . 一 个 寡 级 数 在 收敛 圆 盘 内 部 表示 一 个 解析 画 . 
数 ， 一 个 Dirichlet 级 数 在 它 的 收敛 半 平 面 内 部 也 表示 一 个 
解析 函数 . 


11.7 Dirichlet 级 数 的 解析 性 质 


Dirichlet 级 数 的 解析 性 质 能 由 下 面 的 复 函数 理论 的 一 
般 定理 推出 .这 个 定理 我 们 表述 为 一 个 引 理 . 
引 理 3 令 {f,} 是 一 个 在 复 平 面 的 一 个 开 子 集 上 解析 的 
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序数 序列 ， 并 设 {f,} 在 s 的 任 一 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 一 个 函 
数 {f， 那 么 { 在 s 上 是 解析 的 并 且 导 数 序列 {f,} 在 s 的 任 一 紧 子 
集 上 一 致 收敛 于 导数 ， 

证 明 因为 f, 在 5S 上 是 解析 的 ,我们 有 Cauchy 积 分 公 
式 


f.(a)— 1 fa(z) dz 


21ijep z—a 
其 中 D 是 S$ 里 的 在 一 紧 圆 盘 ，0D 是 它 的 正 向 边界 ，a 是 D 的 任 
一 内 点 。 因 为 一 致 收敛 ， 我 们 能 得 到 积分 符号 下 的 极限 并 得 
KG) 4| IC) az, 


2niJapz—aąa 


这 说 明 f 在 D 的 世界 内 是 解析 的 ， 对 于 导数 ， 我 们 有 
HOLEN LOS dz， 


2xiJep (z—a)? 
f'(a)= zb. no dz, 
由 此 容易 得 出 ， 当 nco 时 ， 在 5 的 任 一 紧 子 集 上 ， f.(a)—> 
f'(a)， 并 且 是 一 致 收敛 的 . [| 


为 了 对 Dirichlet 级 数 应 用 引 理 ， 首 先 我 们 指 出 ，Diri- 
chjlet 级 数 在 它 的 收敛 半 平 面 的 紧 子 集 上 是 一 致 收敛 的 . 

定理 11.11 一 个 Dirichlet 级 数 >f(n)n- :在 位 于 收敛 
半 平 面 0 >>o. 内 部 的 任 一 紧 子 集 上 一 致 收 伊 . 

证 明 AREH, Din) EERE E R=, B] 
x[c, dļ(a>0. ) 上 一 致 收敛 ， 就 足够 了 . 为 此 ， 我 们 利 
用 在 引 理 2 里 得 到 的 不 等 式 


一 g -0 9 一 ° 
(10) PX «Mats (1 +! Sol), 


O 一 
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其 中 9。= ao。 十 让。 是 半 平 面 c>a, 内 私 任 一 点 ， WSA o 
>o KER. RINNERS. =0., HE Po.<o,<a, (2 
看 图 11 .2 ) 


7 (a. 8] X (c.d| 


a, Eo = Oa a. o 8 


(11.2) 


那么 ， 当 SER 时 ， 我 们 有 ac 一 aa 一 co，|S$。- SI 二 CC, 其 
中 C 是 依赖 于 5。 的 常数 而 RR 不 依赖 于 5， 则 (10) 式 推出 


| Pu f{(a)n-§ <2Ma*>-*(1 + aS ) 
-Ba*e-* 
其 中 B 不 依赖 于 S$. 因为 当 a 一 + comp, ass-°—0, HCauchy 
判别 和 条件， 唯一 性 是 满足 的 . E 


定理 11.12 Dirichlet 级 数 的 和 gà SEF(s)— Y1f(n)n-° 
在 它 的 收 化 举 平面 3>8。. 上 是 解析 的 .并 H 它 的 导数 F'(s) 
在 它 的 半 平 面 里 由 Dirichiet 级 数 表 示 ， 


(11) F'G)-- X Sogn , 
这 由 逐 项 微分 

证 明 起 们 对 部 分 和 序列 应 用 SE HL. 4145 5| 38 3 E] 
得 ， 


注 (11 ) 式 里 得 出 的 级 数 IY (s) 与 F(s) 有 村 局 的 收 贫 可 坐标 和 相册 的 绝对 
BIRT, 
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反复 应 用 定理 11.12， 我 们 得 到 F(s) 的 k 阶 导数 
PO(sy=(—1)t SHE No>o.. 
BJ xoti, RIA 
(12) tG)-- Sy sn 
与 
A(n) 


n? 


&'(s) à 
03) “Ee = 
等 式 (12) 由 对 zeta 函 数 逐 项 积分 而 得 ，(13) 是 由 两 个 


Dirichlet Z eS A(a)n-* jin HEEL AYA APA A Cd) 
一 logn 而 得 到 . 


11.8 具有 非 负 系数 的 Dirichlet 级 数 


某 些 由 Dirichlet 级 数 确定 的 通 数 在 它们 的 鸡 敛 半 平面 
oa>ac- 里 ， 除 开 直 组 c= ae 以 外 能 够 是 连续 解析 的 ， 例如 ， 
在 下 一 章 ， 我 们 将 证 明 Riemann zeta 函 数 5(s) 除开 直线 5 
= 1 以 外 能 够 是 连续 解析 的 . 这 个 通 数 除 开 一 个 简单 极点 
S= 1 以 外 对 所 有 的 S 都 是 解析 的 ， 类 似 地 ， 如 果 x 是 一 个 非 
主 的 Dirichlet 特 征 ， 那 么 L 一 函数 L(s，x) 对 一 个 整数 (对 
MASHI ) 除开 直线 o = 1 以 外 是 连续 解析 的 . 特别 地 ， 
zeta 函 数 由 下 面 的 Landan 定 至 阑 明 ， 这 个 定 理论 述 具 有 非 
人 负 系 数 的 Diriehl 比 级 数 . 

定理 11.13 $FE 平面 c>C 里 由 Dirichlet 级 数 
RRA 
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(14) F(s)= 3 10"), 


n 

Rp ZARI, ERGEBEN. f(n)zo, 如 RF(s) 
在 点 :一 < 附近 的 某 个 贺 内 是 解析 的 ， 那 么 ， 对 某 个 。>o， 在 
半 平 面 c>c 一 * 里 ，Dirichlet 级 数 收敛 ， 因 而 ， 如 果 Diric- 
hlet 级 数 有 一 个 收敛 的 有 限 横 坐标 c. ， 那 么 F(s) 在 实 轴 上 有 
一 个 麻 点 ;一 o.. 

证 明 令 a=1 二 ec。 因为 F 在 a 上 解析 ,所 以 在 a 附近 ， 它 
能 表示 为 一 个 绝对 收敛 的 窜 级 数 展开 式 ， 

(15) F(s)= DS Es ay, 


并 因 F 在 c 上 解析 ， 所 以 这 短 级 数 的 收敛 半 色 超过 ! . 《参阅 
图 11 .3 ) 根据 定理 11 .12， 导 数 F'*)(a) 能 由 (14) 多 次 微分 
来 确定 ， 这 给 我 们 
F'it)D(a)=(—1) 31 #(2)(logn)'a-* 
所 以 (15) 可 改写 为 
(18) F(s)= $ Dn)loga) a-: 


因为 收敛 半径 超过 1 ， 所 以 这 个 公式 对 某 个 实数 s=c 一 是: 


图 11.3 
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正确 的 ， 其 中 e>o (看 图 11.3 ) ， 于 是 ， 对 这 个 s,， a 一 s=1 
+e， 并 (16) 式 里 的 二 重 级 数 对 n 之 n。 有 非 负 的 项 ， 因 此 我 们 
可 以 交换 求 和 的 顺序 而 得 到 

F(c—e) -M e) > £O te)logn} 


a= n rn” 
REZ, Ns=c—e, Dirichlet gD) WK, FH 
它 在 半 平 面 gc>c 一 = 里 也 收敛 . [] 


11.9 Dirichlet 级 数 表示 为 Dirichlet 级 数 的 TË 
数 


一 个 Dirichlet 级 数 F(s) 二 5f(n)n- :不 恒 为 0 ， 有 一 个 
半 平 面 ， 在 这 个 半 平 面 里 ， 它 决 不 为 0 .下 面 的 定理 证 明 ， 
在 这 个 半 平 面 里 ，F(s) 是 另 一 个 Dirichlet 级 数 的 指 数 ， 如 
RCL) 0. 
定理 11.14” 设 F(s)== DS f(n)n HF >o BHM 
芍 ， 并 假设 i((1) 志 0， 对 于 0 汪 o, 宇 o,， 如 果 F(s) 二 0， 那 
A, HFo>0., RME 
F(s) 一 es ， 
以 及 
G(s)=logf(D+ SCA) as 
-其 中 f-! 是 f 的 Pirichiet 道 函数 并 且 f (n)—f(n)logn, 
注 ， 对 于 复数 z 主 0，1ogz 表 示 对 数 的 分 枝 ， 当 z2> 0 时 ， 它 是 实数 . 
WEN] 因为 F(s) 三 0， 所 以 对 某 个 函 数 G(s) ， 我 们 能 
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够 写 F(s)=es() ， 对 于 a>a。，G(s) 是 解析 的 . SX. 
得 

F' (s) —e5 C?) G' (s)  F(s)G' (s), 
LLG’ (s)=F'(s)/F(s), 但 是 

F(s)- — È {nogn _ > f F(a) L(y) 


n’ 
1 & f(a) 
FG) -之 n 
于 是 
G'(s)- F'(s) FS) E È (P Ca) . 
积分 ， 得 


_ a (C£) us 
G(s)=C+ Boe ; 
其 中 C 是 常数 . 40 o R 们 得 limo —coG(o +it)=C 
TE, 
f(i)=liml ot+it)=e', 
所 以 C=1ogf(1),， 证明 完 成 .这 个 证 明 也 得 出 ， 当 o>>0。 
BE, GCs)f ZU BA ey DCN. mi 
例 1 当 f(n)= cr Bb, RNAI (n)-logn HAL (n) 
—u(n), Pry 


(f«f71)(0)— XI logdu (4)- AG) 
因此 ， 如 果 c> 1 ， 我 们 有 


(17) &(s)=e° C), 
其 中 
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例 2 由 类 华 " 的 理由 可 证 明 ， 如 果 { 古 完全 可 乘 的 并 
BF(s)=Sif(nja-*, 那么 在 绝对 收敛 的 半 平 Hoo. 
我 们 有 

F(s)==eS!? 
其 中 
G(s s= M DE 


这 因 A +f- - V ——É 
A(n), 

上 面 例子 中 的 公式 也 可 借助 于 Euler 乘 积 推出 fim. 
对 于 Riemann zeta KARE 


CR 
:保持 为 实数 ，s> 1 ， 所 以 5(s) 是 正 的 ， 取 对 数 并 利用 和 级 
数 -log(1 一 x)- 习 x"/x， 得 

lost(s)-  Xiles(1 -p= DP 


p mei 


p"^' 


= M M), 
其 中 
一。 3434 308p. din- p". 
=f m 
0 RE. 
fE, inXn—p"^, JEZl1ogn=mlogp=mA(n), 所 以 一 一 


~ A(n) 
logn 


, PE, 
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log(s)= 2: ns, 


这 推出 (17) 式 对 实数 s> 1 成 立 ， 但 (17) 的 每 一 部 分 在 半 平 
io 1 里 是 解析 的 ， 所 以 ,根据 解 析 石 拓 性 , (17) 对 o> 1 
i A. 


11.10 Dirichlet 级 数 的 平均 值 公式 


定理 11.15 给 定 两 个 Dirichlet 级 数 F(s) 一 I(n)n-' 与 . 
G(s)== Hg(n)n-:， 它 们 分 别 具 有 绝对 收敛 横 坐标 0 与 90,， 
那么 对 于 a 二 o, 与 b>>o,， 我 们 有 


lim or}. F(a+it)G(b—it)dt 


T- 2 
_ > in a(n) 
证 明 我 们 有 
F(a+it)G(b i)= (> Am) Š ea) 
= 5 $ f(m)8(n) it 
È E m “nb (=) 


m=1a 


> (s (*-) | 


< OL S Le), 


所 err T—— P 也 是 一 致 性 
欧 . 于 是 我 们 可 逐 项 积分 并 用 了 去 除 ， 得 
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A. F, F(a+it)G(b—it)dt 


EEO ONO 


m, R=į4 


-Af e tlo (^ )dt 


Met Fman, RIA 
NE itlo (= Jdt- ee —— — e!'!? (= ) 


ilog( = M 
pu 


=o) 
所 以 ， 我 们 得 到 
a f. F(atit)G(b—it)dt 
-5 ED + i. (mate) 


sin| Tlog E3) 
ae. 
Tios (71) 
还 有 ， 因 为 -sinx) 对 x 是 有 界 的 ， 所 以 两 个 级 数 对 于 T 是 
一 致 收 全 的， 于 是 我 们 通过 逐 项 取 极 限 而 得 定理 结论 ， 


定理 11.16 MRF(s)= X fC)a xoc. RB x 
笋 的 ， 那 么 对 > o,， 我 们 有 
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(18) lima) ,Forid d= SE 
TU. $080 1 ， 我 们 有 


(a) lim grl ECOIN at= È 3 =t(20) . 


(b) lim 4| It (otit dt Sy login. 
Too 2T 5 


(e) lim PENES -— 


(d) lim -二 |。 Ito it) tdt = $6 n) 
_ GC'(20 
C(40) — 
WEB] 在 定理 11'15 B Eze(n)= f(r) sr Bp BAR 
(18). 为 了 推出 附加 公式 (a) 到 (4d)， 我 们 只 需 对 f(n) 的 下 列 
HAOR BARR f(a) [?2? a fi. 
(a) f(n)=1;(b) f LC Diosta Co) f(a) =u(n), 
(d) I(n)=o,(n). 公式 (a) 是 显然 成 立 的 ， 公 式 (b) 由 关系 


ad 
TN 


£C (s) (o1) x og n. 
ZA on 
立即 得 出 .为 了 证 表 (c) 与 (d)， RAJNE ler. XD 
(c), RITA 


ye c) =H(1+p-')= H m 
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= CS) 
C(92s) ` 
用 2c 去 代替 s， 我 们 就 得 到 (c)， HFA), RDS 
$32 sio). =I{1+o(p)p rosCo' )pP- 生 十 


=I E2*p-* 48? pr? 二 
L-5 2D-as1 = I— p 0 
_ C'(s) 
&(2s) ` 
DS (nagyxte — XT =. E —- 
因为 > (n 1 1) (x—1)? (1—x)* , J E 120 去 
代替 s 而 得 (d) 式 ， Li 


11,11 Dirichlet 级 数 系数 的 一 个 程 分 公式 


定理 11.17 ”假设 级 数 F(S) 一 mite a)n Bho >o, SË 
Meee, Bart Tro>o.Fx>0, 我 们 有 


lim t Flo tit) dto (00 xm. 
TT 其 它 . 


Tox 
TE BJ ieee RNA 
(19) - jT M F(o- it)x"'!Tdt 


LEG DU a 


SHOOT CE a, 


2T a=; i 
因为 这 个 级 和 对 任 一 区 间 [ 下， 个 ] 里 的 所 有 的 t 是 一 致 收 全 
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的 如 果 x 不 是 一 个 整数 ， 那 么 对 所 有 的 n， 81, 我们 有 


MUS 2sin| Tlog (+) | 


los( $ ) 
x< Q fay sin [Toz (i) 
rae) 


“Toon, 065 0. FAM, mR- TERA, 比 . 
如 x=k， 那 么 (19) 式 里 具有 n= 上 的 项 给 出 


[Cy a-[ Ct) fn, 


于 是 


分 . 口 
11.12 Dirichlet 级 数 部 分 和 的 一 个 积分 公式 


这 一 节 我 们 推导 出 一 个 把 Dirichlet 级 数 的 部 分 和 表示 
为 和 函数 的 一 个 积分 的 perron 公 式 ， 我 们 需要 关于 国道 积分 
的 一 个 引 理 . 
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引 理 4 如果 c> 0 Sue [^ iani. 


c— coi Tool c — T 
么 ， 如 果 a 是 任意 一 个 正 实数 ， 我 们 有 
| 1 a#—> 1 
1 c+eoi |, dz looxw 
ue ^: | a= I 
Qo #a<a< 1, 


此 外 ， 我 们 还 有 


(20) | 1 W dz |< a 


231 c-iT z ' nTlog(—) : 
a 
#0O0<a<1, 
1 c+; T dz a° T 
z — =< — 
(21) ij z l | nT loga fail, 
5 
1 (5*iT dz 1 c 
x = 
(23) ee z 2 | aT 者 as 一 1 


证 明 首先 假定 0 <a<1， 并 考虑 图 11.4 里 表示 UAE 
形 的 周 界 R， 因 为 在 R 内 部 -2 是 解析 的 ， 所 以 我 们 有 


VA 


z 
| a dz=0, 于 是 c +T btr 
R Z a 
E n 
2Jc-iT b+i T 
b+i T b-iT 
«| +f , 
b-iT c-iT 


所 以 (图 11.4 ) 


e+iT ; dz | f. a* 2Ta* 
INC z < c T dx + b 


+f a dx 


2 f” ， 2Ta? 
eJ 


2 —a* ) 2Ta* 


COT loga b 
&b- oo, llja'—o, FE 
I Ey 
"a 
-b+iT c*iT 这 证 明了 (20) 式 . 
如 果 a>1， 我 们 就 用 图 
11.5 里 显示 的 周 界 代替 
周 界 R， 这 里 b>>c>>0 
~b -iT c - iT J$H Tc. FEE = 
并 有 残 数 1， 因 为 
a*=e*l°ss= 14zloga+0(|z|2) 当 z 一 0 时 . 
因此 
+iT 一 b+iT bi T c—iT 
2xi=( .+ 人 ANLE 
xa dz ， 
z 
于 是 
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1 it Ü dz 1 1 D Je 
Oni Jc-it z 2xi 一 b+iT —b-—-iT 


bei ) 
+f. 
ci T 


| 我 们 有 


e+iT c *dx 3l 
—— E a =<— x 

pi beat f. T T E dx 

N at 

T loga ’ 
| b+iT ; < T a? 
Jona r. a b 
a 


b—i a ° *dx c 
IN iT «f T ST Toza 
当 b 一 co 时 ， ee rears 就 得 (21) 式 ， 当 a 一 1 
峙 ， 我 们 能 直接 进行 积分 .我 们 有 


[C Tte een 
emit Z T C+Iy -Tt C? +y? 


. {T dy 
Asu; 
—2i | 
c? L, 
AAR BRA we, PREP RP HO, FE 
1 fit dz cf™ dy _1 T 
mi. c—iT Z = 一 | ci y? = arctan w 

1 1 


= 2i arctan 
2 K T? 


因为 arctan +< 这 证 明了 (22)， 并 且 引 理 4 的 证 明 完 
成 
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定理 11.18 Perron 公 式 , 令 F(s)= HA soda, 
是 绝对 收敛 的 .又 令 c>0, x>0 是 任意 的 , H Z, Hod 
os 一 C 时 ， 我 们 有 

1 coi x? _ * f(n) 
2xi Ww. z gz > B n° , 
X D XBREENUUGENNN, PARIL. 

WES] ERDE, cE KR, MA, EPP +> 
,的 紧 子 集 上 ，F(s 七 2) 的 级 数 是 绝对 收敛 旦 也 是 一 致 收 dt 
的 ， 因 此 

NICE X dz 
=-[ > ín) 、 à x dz 


ni** 


e~iT n-1 


mÈ EZ W z 


= in) F^ Y E 
| . =) 


+5 ay [75 

n>x 

! f(x) Wa dz 
+ x° c—iT Z , 


符号 十 ' 表 示 仅 当 x 是 整数 时 ， 最 后 一 项 才 出 现 . 在 有 限 和 
PE 我 们 能 够 通过 对 T 一 co 逐 项 取 极 限 ， 并 根据 引 理 4, 


(其 中 a=- 王 ，a>1)， 其 积分 是 2ri， 最 后 的 项 ( 如果 它 出 
MEA) 得 mif(x)x-*， 如果 我 们 能 证 明 
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(23) lim $i 2 ADI A _ A >) <o, 
那么 定理 就 得 到 证 明了 . 


我 们 知道 ， 当 na>x 时 ，| (CE) 6 o. 但 为 


c—io 


uc», &[ ^ ron, suat for. 
由 引 理 4， 我 们 有 估算 式 


c+iT c 
at ETE 
c-iT z T 1 
log—— 
a 
Ta =, n>x, XE, n2O0-1, HL, a= 


zc 


Macr ET ) 
í 


2 x HGDE so aps 
T (x)41 Pi n? 0 AT °° 
EE) 


Bj, CHER Y Perron Ax, H 
注 : 如 果 c>aa， 则 Perron 公 式 对 S 一 0 是 成 立 的 ， 并 且 我 们 得 到 下 面 的 对 
于 系数 的 部 分 和 的 积分 表示 : 


L-[ FG) Z a= Sica), 


2n1 Ce i 
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1. 


第 十 一 章 习 是 


推导 下 列 等 式 对 c>1 成 立 
(a) &(s)= J CXJ dx. 


O) Seas) SQ dx, bstacpetrgok t 
Jf. 
O ey sf Dam, 其 中 M(x)= xu). 


(O) - £6) =sf 30) ax, 3tbaG)- S AQ. 


(e)lCs, xes[ AG dx， 其 中 A(x)= X: x(n), 
如 果 x 是 非 主 特征 ,证明 (e) 对 o>0 也 成 立 . [提示 ， 定 
理 4.2] 
ULI 33 fn) 收 全 ,其 和 为 A, 并 令 A(x)= X (a), 
(a) uEUIDirichletZgtF(s)— PES “对 每 个 s 与 
o> OW, 并且 
sv fa) |. ” R(x) 
Dat asf ROD ax, 
其 中 R(x)= A 一 A(x), [提示 ， 定 理 4.2] 
(b) 推 证 F(o) 一 A， 当 go 一 O+ 时 . 
(c) 如 果 c>0， 并 且 Nz>1 是 整数 ， 证 明 
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FG) = 22-00 ~ A00. AG) ay, 
(d) Hs=o+it, FE(c)HMIRN=1+C|t|), TE 
I F(o+it)|=0([t['!' °) 当 0<o<1 时 ， 
3. (a) 证 明 级 数 2ln-! i: 当 t0 时 部 分 和 有 界 ， 当 t=0 
时 部 分 和 无界 . 
(b) 证 明 级 数 En-!-1: 对 所 有 实数 发 散 ， 换 言 之，5(s) 
的 Dirichlet 级 数 在 直线 5 一 1 上 处 处 发 散 . 


4, &F(s)= PEOLE ,其 中 f(n) 是 完全 积 性 的 ,并 且 级 
数 对 0 之 0, 绝 对 收 敏 ， 证 明 ， 如 果 o>>o,， 则 我 们 有 
F'(s) _ < f(n) A(n) 
F(s) =, n° : 
在 下 列 习 题 里 ，X(a) 是 Liouville 函 数 ，d(a) 是 a BJ 23 
数 的 个 数 ，v(n) 与 k(n) 定 义 如 下 : v(1)=0, k(1)= 1; 
如 果 1H= Pire P.E, 则 v(n)=k, k(n)=a, 0 Qk, 
证 明 5 至 10 题 里 的 等 式 对 0 之 1 是 成 立 的 ， 


£ S dG) BG) 
` er n' C(2s) ` 


Doy " 1 

6. bs 70 = G(s) < pes 

_ «o 200 B(s) 

6 > Eas)" 

8 = 2° ny | ŠS(2s) 

` =, n° s2 (s) ° 
& k(n) | &(s)S(2s)s(3s) 

9 > PE &(6s) . 
a kGo 2 C) 
` = _ 

10. = n’ S (3s) 
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11. Riemann zeta ok RM RK MS} 3° k(n) Aa) 
xn ° 
12. 设 { 是 完全 积 性 函数 ， 使 得 对 每 一 个 素 Wp, Jdif(p- 
f(p) ANS (aa 对 ac>5: 绝 对 收敛 并 且 和 为 
FE(s)， 证 明 F(s) 关 0， 并 且 证 明 
S faala) _ F(2s) s 
之 ni Fs | HISO 
13. 令 { 是 一 个 积 性 函数 ， 使 得 对 每 一 个 素 AP, Al(p)= 
i(p)'. WERKE (n)i(n)a~* Ro >o, 2E XTUCSIOT H. 
#UNSF(s), uEBIF(s)s-03F-H. 
$ HOWL FG, gos. 
n° s) ' ` 


14， 令 是 一 个 积 性 函数 ， 使 得 对 o>o,， 忆 f(a)a-? 绝 对 收 
St. 如 果 P 是 素数 并 且 c> ac,， 证 明 
QE) p7*) 3j Heme) 
> Hants )ntp, n). 


nei 


=(1—I(p)p '' 


其 中 p(p，n) 是 M6bius 函 数 在 p 与 0 的 最 大 公约 数 上 的 值 . 

[提示 ，Ealer 乘 积 ，] 

15. 证 明 
m _ t?(2) 


mên? G(4) ' 
如 果 每 一 个 s; 的 实 部 ci>1， 用 Riemann zeta 
和 


co 
ee OM m, "r: < mi" r, 
mri 


manm, daa 


pH 
EE! 
函数 表示 乘积 
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16. 积分 i 
(24) f(s) -[ AG) as, 


其 中 A(x) 在 任 一 紧 区 间 [1，a] 里 是 Riemann 可 积 的 ， 这 种 
积分 的 某 些 性 质 与 Dirichlet 级 数 的 性 质 相 似 . 例如 ， 它 们 
有 一 个 绝对 收敛 的 半 平 面 gc>c ,与 一 个 收敛 半 平面 c>a。， 

在 这 里 面 {(s) 是 解析 的 .这 个 习题 的 描述 与 定理 11 .13 类 似 
(Landau 定 理 ). Af(s)AE TRUE (24) EE jo 0 .里 表示 的 
函数 ， 其 中 o .是 有 限 的 . 并且 假 设 A(x) 是 实 值 的 并 对 xz 
x。 不 改变 符号 . 证 明 f(s) 在 实 轴 上 有 一 个 奇 点 5 ==0:. 

17. eh (n)= 2 dd)， 其 中 入 (na) 是 Liouill 函 数 ， 证 


了 明 ， 如 果 a>max{1，Re(a) 十 癸 ， 则 我 们 有 
> Aa aa 一 S(s)S(2s—2a) 


= C(s—a) 


Sy A()A(n) _ = BUS Gna) ) 
> n' ^ Es) — s 
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第 十 二 章 


12,1 


B 


函数 (s) MIL Cs, x) 
引言 


1 
a 


这 一 章 我 们 逐步 讨论 Riemann zeta A Cs) 与 

Dirichlet L 一 函数 L(s，xzx) 的 更 进一步 的 性 质 ， 对 于 o> 

这 两 个 级 数 为 

c(s)= SIL, Lis, x) = 3X9. 

fl E--3t— PE, dd Hus otit, 56G)Ó5EL(G, x) 

Hurwitz zetagjiXgC(s, a)28— Ek. XP Toi, 

由 级 数 
ECs, a)= M 

定义 


n 


Cs, a) 
d _ 
0 (n+a)' 


能 用 urwitz zeta 函 数 来 表示 L(s，x)， 如 果 x 是 模 k 的 一 
UF. Se 


这 里 as 是 一 个 固定 的 实数 ，0<a 和 1. ask}, 
个 特征 ， 我 们 按 模 k 上 的 和 镜 余 类 来 重 排 L(s，x) 的 级 数 里 项 的 

n=qk+r 
得 


这 个 函数 简化 为 Riemann zeta 8 2k8(s)= (s, 1), 我 们 也 


其 中 1 <S<r<k, q— 0, 
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us 2- HAM BAG 


这 就 把 L(s，x) 表 示 为 Hurwitz zeta 函 数 的 一 个 组 性 
组 合 ， 这 样 ， 工 一 函数 的 狂 质 最 终 依 赖 5s，a) 的 性 质 而 XE. 

我 们 的 首要 只 标 是 在 直线 5c=1 之 外 ，5(s，a) 解 析 开 拓 . 
这 要 由 gamma 函 数 T(s) 的 积分 公式 去 得 到 8&(s，a) 的 积分 表 
示 式 才能 达到 目标 . 


12.2 gamma 3r RE JE 


整个 这 一 章 我 们 将 需要 gamma 函 数 F(s) 的 一 些 基 本 性 
质 .这 些 性 质 列举 如 下 以 便于 参考 .虽然 不 是 全 部 性 质 但 都 是 
必需 的 ， 这 些 性 质 的 证 明 是 大 多 数 复 函数 论 教科 书 的 基础 . 

对 于 ac>0， 我 们 有 积分 表示 式 

C(19P(G)- awa 2 

对 于 o>0， 这 样 定义 的 函数 在 直线 o =0 之 外 是 连续 的 ， 
T(s) 作 为 一 个 函数 存在 ， 在 s 平 面 里 ， 它 是 处 处 解析 RU. D 
开 一 些 简单 极点 

s=0, —1, —2, —3 += 

之 外 ， 在 s= 一 a 时 ， 具 R Gp (TD RRR 
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。 nni 
Ms)= im -SEIE ay 


Xisx0, —1, —2e 
与 乘积 公式 
ry n (oet 

HrpcHEuler#®M, AAXTREM MASH, BUT (s) 
决 不 为 0. gamma PH RR E BS Ar PR ek, 

(2) P(s+1)=SP(s) 
Al 

(3) P(s)PU-s) = 
对 所 有 s 成 立 .， 乘法 公式 

(4) r(s)r(s+-+)-. T (s+ m — <1). (22) 37 


Sings” 


x mU" 'r(ms), xt Bros BA SP cuir. 

我 们 将 用 到 积分 表示 式 ( 1 )， 函 数 等 式 ( 2 ) 和 ( 3 )， 以 
及 F(s) 在 整个 平面 存在 的 事实 ， 在 整数 *- 0，--1， 一 2，……- 
Ts) 有 简单 极点 ， 如 果 a 是 一 个 非 负 整数 , 我 们 还 注意 
T(n+1)=nti. 


12.3 Hurwitz zeta awe aR 


Sfo>1, Hurwitz zeta ird 2238 
_ < 1 
ols, D= Eae 
定义 的 ， 这 在 本 章 开始 时 已 经 给 出 ， 
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定理 12.1 Xfo1, xs(3S，a) 的 级 数 是 绝对 委 伍 的 这 
个 收敛 性 在 任 -- 尘 平面 co 这 1 上 58，5>0 里 还 是 一 致 的 .所 以 
t(s, agg Emo 18 Es: AAR. 

TERA ”所 有 这 些 结论 可 由 下 击 的 不 等 式 得 到 . 


Derat] CE 
[1 

定理 12.2 对 ac>1， 我 们 有 积分 表示 式 

(5) T(s)t(s, a)= n xe ax, 


— e` 


a, Sa—TH, RNA 
TC)E(S)= | 2072 ax, 


e * 


证 明 ”首先 我 们 保持 $ 为 实数 ，s>1， 然 后 根据 解 本 JF 
拓 把 这 个 结果 扩大 到 复数 s. 
在 T(s) 的 积分 表示 式 里 ， 我 们 做 变量 殖 换 x= (n+ at), 
其 中 n 宇 0， 得 
—(na+a)t1 Ret 


ro fe ~*x'*"1dx=(n-+a)? f^ t dx 
或 者 

(n+a) (Cs) -[etetemas 
xHUBBnÉoRAS, $419 

io. ore Bener 


MRS, WA Ree, MERNE AGA 
顺序 交换 ， 最 简单 的 方法 是 证 明 这 个 积分 可 以 看 作 是 Lebe- 
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I-A 


sgue 积 分 ， 因 为 被 积 函 数 是 非 负 的 ，Levi 收 敛 性 定理 (参考 
[2 ] 里 定理 10.25 ) 告诉 我 们 ， 级 数 

Se" tea tryed 
JL Ab Rb IK S ARB, AER FEO, +90) EE: 
Lebesgue 一 可 积 函 数 . 并 且 


G(s, a) D(s)= x[eseses dt 
但 若 {>> 0， 则 我 们 有 0<e- ci, T 


= i 
N W -nt = LL C 
pu 1.- e t , 
因为 这 个 级 数 是 一 个 几何 级 数 ， 因 此 ， 我 们 有 
SEN _ 一 
7 nt ates 1 一 e -二 一 一 
2: e € 1 一 er , 


它 在 [0，+ se] 几乎 处 处 成 立 . 实际 上 ， 除 0 以 外 ， 是 处 处 成 
立 的 . 所 以 
ECs, ore) | Berten dt 
-=f e ttt qr. 


o 1—e' 


这 证 明了 ( 5 ) 式 对 实数 s>1 成 立 . 为 了 把 它 扩 大 为 对 所 有 实 
数 及 c>1 都 成 立 ， 我 们 注意 ， 等 式 两 边 对 >1 是 解 析 的 . 
为 了 证 明 右 边 部 分 是 解析 的 ， 我 们 假 设 1 二 5 和 ca 委 c， 其 中 
c»1, d>0, #5 

E -atgti 9 Taipo t 

NE ' <j. E dt 


1 一 e- | —e^! 


34T 


e^?! 9-1 
-([ -PE edt, 
1—e 
WF<, RIACE, WES, MRNA t 
«tc, BAXHt=0, Fe'i, MAA 


1 A~2atio—1 1 (1-adtsd 
| | et a 
0 e —1 


=P(c)E(c, a), 
这 说 明 ( 5 ) 式 里 的 积分 在 每 一 个 带 形 区 域 1T5 和 bs<c 里 是 
一 臻 收敛 和 的 ， 其 中 5 二 0， 因 雍 在 每 一 个 这 样 的 带 形 里 ， 因 面 
世 在 半 平 而 5c>1 里 ， 描 述 了 一 个 解析 函数 ， 于是， 根据 解析 
开拓 ， kosim, 5 ) 式 对 及 有 s 戌 立 ， [] 


12.4 Hurwitz zeta gf Zc 8 Bl cp A A 


为 了 在 直线 0 =1 之 外 展开 C(s，a)， 我 们 用 围 道 积分 来 
推出 5《(s，a) 的 另 一 种 表示 法 . Se Te 
环 ， 如 图 12.1 所 示 . 这 个 回环 由 ec, c,, c M EUR. 

是 在 原点 周围 芍 半径 c 过 2 的 一 个 正 癌 图， 而 cj Ge the 
面 上 沿 着 负 实 轴 的 下 边缘 与 上 边缘 来 回 移动 的 一 条 “前线 ”， 
如 图 12.1 所 示 . 
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c, — 
C 一 C3 


C Alt2.1) 


这 就 是 说 ， 我 们 利用 参数 化 方法 ， 在 c: 上 有 z=re-*'*， 在 c， 
上 有 z 一 re":， 其 中 tr 由 c 变 到 十 oo. 
定理 12 ,3 如果 0<a 一 1， 由 国道 积分 定义 的 函数 


Ks, a)=— i| A e 
Esh—-7T BRR, i, RNA 
(6) €(s, a)=P(1—s)(s, a) Ho> By. 
tec, bz Ere sis ,而 在 c; 上 z A Er] e" t, 

我 们 考虑 一 个 紧 的 圆 面 |si 三 M， 并 证 明 在 每 一 个 这 样 的 圆 


证 明 在 
上 沿 c4 与 ;的 积分 一 致 收敛 ， 因 为 被 积 函 Be 是 :的 一 个 整 函 
出 是 一 个 整 函 数 . 


数 ， 这 能 证 明 1(s，a) 
沿 着 c,， 对 r+ 之 1， 我 们 有 
st|=r eic 


|z 
"a er t M-1 TM 
= r 1 xr 1 TM 


这 因为 |s| «M, 类似 地 ， 消 着 c; H r>, RIA 
[aot] ere tet i aiti 0D [a pete stein te tM 
FR, Hee, ERE b, r>, RA 
giv t eM e (1-a)r 


—ar 
e'—1 


M—-14zM 
e? Me 


| < r 
7 n 1—e 
"irplogXM, e'— 12-5, PURER B HC 不 超过 
Arte, HABA EM ER, B Sex. 
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tor E 
ALLE 


pT E ` 
但 是 ，: 


因为 | e er irse oic 这 表明 ， 在 每 — 4 H 
|s| <WL， 沿 ec, 与 c,， 积 分 一 致 收 d. TÆ, a)JESIU 
— ^3 ER RC. 

为 证 明 ( 6), RNIF 


2xil(s, a) (f. ul +f, Jett g(2)dz 


其 中 g(2) = Sy 本， Ec 与 c; 上 我 们 有 
g(z)=zg(—r), fee, ERNE z= cei", Hum, 这 


给 出 
2mil(s, a)=| ste sisg(—r)dr 
+ [oce s= i*eei*g(cei *)dO 
Lf eter oat oye 
= 2isin(as) | ce El — r)dr 
Ges IN *9?g(cei*)d0. 


用 2i 去 除 ， 得 
xls, a)=sin(as)I,(s, c)+1,(s, e), 
令 c>0， 得 


liml(s, =| ve dr=P(s)t(s, a), 


如 果 0 之 1 的 话 ， 下 面 我 们 证 明 liml,(s,，c)=0. 
为 此 ， 注 意 g(z) 除 开 一 级 极点 2 一 0 之 外 ， 在 |z| <24 内 RR 
析 的 .因此 zg(z) 在 |z| 2x 内 是 处 处 解析 的 . FÆ lel. 
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< hy | -是 有 界 的 . 其 中 |z | 2c«2x3EH A Ee T 数 . 因 


Jk, RNA 

iL, one S er Aa pc Aene, 
W Ro>1, c>0, HA AIS, c)->0, 于 是 x1(s，a) 
=sin(xs)P(s)6(s, a), BOSPGOPQ -5) kE 
Bi 6 ) 成 立 . [ 


12.5 Hurwitz zeta 函 数 的 解析 开拓 


等 式 L(s，a)= 了 (1--s)I(s,a) 对 0 之 1 成 立 ， 其 中 函数 
人 a) 与 (1 一 5) 对 每 一 个 复数 c 有 意义 因此， 对 a 反 1 我 

能 利用 这 个 等 式 去 定义 E(s，a). 

定义 ”如果 6 和 1， 我 们 根据 等 式 

(7) cs, a)=T(1—s)1(s, a) 
定义 5Cs，a)， 这 个 等 式 说 明 ， 在 整个 平面 里 ，5(s，a) 是 解 
M. 

定理 12.4 如 上 定义 的 函数 5(s，a) ， 除 开 一 个 残 数 为 ] 
的 简单 极点 ;二 1 之 外 ， 对 所 有 ;都 是 解析 的 . 

TER] ”因为 Is,a) 是 整 函数 ,所 以 上 (1 一 5) 的 极点 s 一 1， 
2 ，3 ，… 是 5(s，a) 仅 有 的 可 能 的 极点 . 但 定理 12.1 证 明 
了 &(s，a) 在 s= 2 ，3 ,… 上 是 解析 的 ， 所 以 s 二 1 是 6《s, a) 
的 唯一 可 能 的 极点 . | 

现在 我 们 证 明 s=1 有 是 具有 残 数 1 的 一 个 极 点 . 如果 s 是 
任意 整数 ， 比 如 s=na， 在 Is，a) 的 围 道 积分 里 被 积 函 数 在 
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c4 与 ;上 取 相同 的 值 ， 于 是 消去 沿 c, 与 c; 的 积分 ， 镜 下 
I(n, a)= 1 | dz= Res GL. 


2xi 1—e' s= 0 一 
特别 ， 当 s ==1 时 ， 我 们 有 
Iai, a)=Res 


a. D az 
e . . ze . 一 
~= lim =—==lim— 
l—e 1:50 l—e6 24.9 € I 


= —i. I 
为 了 得 到 在 s= 1 处 6(s，a) 的 残 数 ， 我 们 计算 极限 
lim(s—1)Š(s, a)=—lim(i—s)PCi—s)I(s, ay 
一 一 I(1 a)limP(2— s) 


=T(1)=1. 
.这 证 明 5(s，a) 有 一 个 残 数 为 1 的 简单 极点 s=1. 
TES 因为 E(s，a) 在 s 一 2， 3 … 上 是 解析 的 ， 而 在 这 些 ALTU- 
A. BFA AHS, a)fEXE A DOSE. 


12.6 cs) 5L, x) I AUN EXER 


在 章 引 言 思 我 们 证 明了 ， 对 o>1 我 们 有 
5(S) 一 5(s， 1) 


(8) LG, x) =K-'Xx(t(s, —), 

其 中 zx 是 模 k 的 任 -一 Dirichlet 特 征 ， 现 在 我 们 用 这 再 个 
公式 作为 函数 5(s) 与 L(s，x) 的 定义 ， 对 oc<1， 用 这 种 方法 
-我 们 得 到 在 直线 o= 1 之 外 ，5(s) 与 L(s，x) 的 解析 开拓 性 . 
定理 12 .5 
(a) Riemann zeta 函 数 除 开 一 个 残 数 为 1 的 简单 极 点 
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$ 王 1 之 外 ， 是 处 处 解析 的 . 
(b) 对 于 主 特征 x:modk，L 一 函数 L(s ,xi ) 除 开 一 个 残 


数 为 -了 (的 简单 极点 s= 1 之 外 ， 是 处 处 解析 的 ， 


(c) 如 果 xsx:， 则 L(s，x) 是 s 的 整 函数 ， 
证 明 由 定理 12.4 立 即 可 得 (a). 为 证 明 (b) 与 (c)， 找 
们 利用 关系 式 


«| 
> x 
rmack 


0 diXA X, 
QUEM 车 x 二 x 
r 


Boss, — rl AB880281 Ds =1, BFL ER d 
x(ryt (s, -L- yir toties 1 o ees 1. Bat 
ResL(s, x)=lim(s—1)L(s, x) 


k 
= lim(s- )c* M xcot(s, E.) 
S1 r= 1 i> 


1 < 0 dPX* Xi 
1 
ap x(t) = Ck) Ae 
z V k X5 aj 


12.7 5(s,a) 的 Hurwitz 公 式 


KALC, ajo ASAA LI Nun: gg ia 
义 。Hurwitz 得 到 5(s，a) 的 另 一 个 级 数 表 示 式 , 它 在 半 平 面 
J<0 里 是 正确 的 .这 个 公式 的 证 明 将 要 用 BY Prin ry SLE. 

引 理 1 令 s(r) 表 示 一 个 区 域 ， 它 是 去 掉 z 一 平面 的 所 
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有 半径 为 r 的 圆 盘 以 后 余下 的 部 分 . 甚 中 0<r<r， 圆 心 存 
z—2nzi, n=0, +1, +20, 如 果 0<a 和 1， 则 函数 


g(z)= = 
在 s(r) 里 是 有 界 的 . 〈 这 个 界 依赖 于 r，) 
证 明 我 们 写 z= x+iy， 并 考虑 如 图 12.2 所 示 的 有 和 孔 的 
y yen 长 方形 
" Q(r)=(z: |x|<1, [Iyles, 
|z|zrj 
这 是 一 个 紧 集 合 ， 所 以 g 在 Q(r) 上 是 
ARI, AY 
lg(z 十 2ri)[ 王 |gCz) ， 所 以 g 在 有 和 孔 
的 无 穷 带 形 区 域 
(z: |x|<1, |z-2nni]2>r,n=0, +1, +2, +) 
里 也 是 有 界 的 . 
现在 我 们 证 明 ，g 在 这 个 带 形 的 外 面 也 是 有 界 的 ,假设 
|x| Of Big 


z 
rf 


( 图 12.2) 


eF e** e?^* 
z)l = = Se 
1e C21 nm |1—e'l |1—e’| 
对 xX 之 1， 我 们 有 |1 一 e”| = 二 e” 一 1 与 e** 似 e*， 所 以 
3 1 ] e 
g(z «of = -过 -一 一 一 一 一 一 
[2 e*-—1 1 一 e 1 一 c e—1^* 


KA, Mxe«-iB $pfüli-e|-i-e', BIB 


Ig(z)| <- < DX € 
]-—-e e—1 


因此 ,对 1x| >1 有 1g(1 gi |， 引 型 证 明 完成 。 [I 


) 
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现在 我 们 加 到 Hurwitz 公 式 ， 这 包含 由 
2 i hx 


(9) F(x, = M.* oo 


n° 


给 出 的 男 一 个 Dirichlet 级 数 F(x，s)， 其 中 x 是 实数 并 
Hoi, 注意 F(x，5) 是 一 个 周期 为 1 的 周期 函数 并 且 
F(1，s)=5(s)， 当 0 之 1 时 ， 这 个 级 数 绝 对 W Oe, d NOS 
是 一 个 整 效 ， 那 么 级 数 对 ac>0 也 收敛 (条 件 收敛 ) ， 因 为 对 
每 一 个 回 定 的 左 整 数 ， 其 系数 的 部 分 和 是 有 办 的。 
注 : 以 后 我 们 把 FE(x，s) 看 作 半 期 zeta 国 数 . 
定理 12.6 Hurwitz 公 式 . 如 RO<a<1, o>1, MJ 我 
们 有 

(10) tas, = 

te F(—a, s) 上 


如 果 a 关 1， 这 个 表示 式 对 c >0 也 是 正确 的 . 
证 明 HHE ba Bk 


一 -一 z € _ 


]—e 


2 F(a, s) 


Heac(N) 81 2.382889 9E, NAE— Tr RORC. 
首先 我 们 证 BH, “Mo<ont, limy..Iy(s, a)—I(s, a). 为 
此 ， 者 能 证 明 ， 当 N->cc 时 ， 沿 着 四 周 外 部 为 积分 趋 于 0 就 
ASI. 
de pp YE S z= Rei 5, —a<O<a, Tj 

|z ° :|= |R’ le iel- Dj =R Tte t <R te SEEE 
从 为 贺 的 外 部 位 于 引 理 1 中 的 集合 s(c) 里 ， 被 积 函 数 不 超 过 
Ae OR 1 ， 其 中 A 是 由 引 理 1 推出 的 jg(z)| 的 界 ， 于 十 
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e (2N + 21m 


R=(2N lie 


Xl 4 AQ a 
人 


2zAÀe* ''R9 
2xAÀe , 


G1) liml.Ct—s, a)=I(i~s, a)#to>1, 
HERING- s, a), MR, BLUECauchy we 数 定 
理 ， 我 们 有 
In(1—s,a)=— M Rin) 
n =N 


N ; 
=- 2 IR(n)+R(— n), 
Rin)= Res S). 
zZ-2nm«i 1 一 


z s 


1—e 


R(n)= lim (z—2azi) 


z 


sia . Z— 611 


_ ei? T 
(2nzi)' :22nzi 1-6’ 
_ Qinvis 
(2nzi)' ' 


IM EN ERES SN e 2nxia 
(i-s, a)= B1— 2 + Xe 
i > a) zz, (2nzi)' U (—2uni)* 
oe ARAM . xis 
dBii ee s! 0, (C-i) =e 7 0, BJ 
-Zis 
2 n 18 


LECT 
+ (21)* > n° , 
4 N- oo 并 利用 (11) 我 们 得 
T.(1— -e FF 
e! s, a) (22)* F(a, s) 
ev 
unco a, s). 


Eas, a) -F(s)I(1—s, a) 
NC (c7 Fla, s)4 e + F(=a, s) }, 


L! 


(2m)' 


12.8 Riemann zeta 函数 的 函数 方程 


Hurwitz ZI 28 — AEO Riemanni 数 方程 ， 


12.7 对 所 有 的 s， 我 们 有 
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(12) C(1-s)=2(2z) 'T'(s)eos( 7 Jes. 
或 者 ， 等 价 地 ， 有 
(18) £5)=2(20)+ Tsin (5 a9. 
证 明 在 Hurwitz 公 式 里 取 a=1， Xboi, di 
G(s) [e S eue "i tQ) 


(21) 
_ Is) ms 
(ee Se. 
这 还 明 (12) 对 >1 成 立 ， 根 据 解析 开 折 ， 对 所 有 s 痢 成 立 . 
用 1 一 s 代 殖 s， 由 (12) 得 出 (13). [LJ 


SE (12)BURs=2n+1, HrBa—l, 2, 3, +=, 因子 cos( Fe, 
我 们 得 到 5(s) 的 平凡 零点 ， 
G(--2n)=0 对 n= I， 2, 3,- 
NAR Al gamma Bei Legendref fiA 式 ， 这 个 
函数 方程 能 写 为 一 个 简单 的 形式 
2:712 P(2s)=P(s)P (s +4) 


它 是 方程 ( 4 WERN Em —2, Msi C09 en, Ç 


变 为 


“rer 
因为 


My 
xxi di 
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利用 此 式 去 代替 (13) 里 的 滋 积 PFC 一 s)sin(-3s )， 得 


Sr(ko- r (a-s). 


换言之 ， 函 数 方程 取 形 式 
$(s)- 60-5), 
其 中 
@(s)= r(2)&. 
函数 中 (s) 有 简单 极点 s= ossi, HTA 掉 B 点， 我 们 用 
STI EROH 


ts)e ls(s-0)0(s), 


则 5(s) 是 s 的 一 个 整 函数 并 满足 方程 
&(s)=&(1—s). 


12.9 Hurwitz zeta f % 0 BATE 


5(s) 的 函数 方程 是 &(a，a) 的 函数 方程 在 a 为 有 理 数 时 的 
一 个 特殊 情形 . l 

定理 12.8 MRhSkKMeBS, 1<h<k, 那么 对 所 有 
Ws, RNA 
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_ h\ 2T(s) < ns — 2arh 
(14) (1-5, — \ (LCS. Reo os(- — Bath 


k 
(4) 

证 明 此 结果 来 自 于 这 样 一 个 事实 ， 即 当 x 是 有 理 数 时 ， 
BE Fx, it zeta 函 数 的 一 个 线性 组 合 ,， 实际 
上 ， 如 果 x= 我 们 可 根据 模 k 的 剩余 类 和 曹 HEC 8 ) 里 的 
mi, m 

n=qkt+r, Heei<r<k, q—0, 1, 2, = 

这 给 出 ， 对 a>1， 


sy 
MES 


=k PE t(s, i) 


因此 ， 如 果 我 们 在 Hurwitz 公 式 里 到 a=- 世 ， 则 将 


t(i-s, +) = “Ee > Sleet 


+e “e JAZIRA yefe +) 
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= 2 (s) Su rs _ 2arh 
~ (20k) > (5 k 
r 
t(s, X^ 
这 证 明 (14) 对 gc>1 成 立 ， 根 据 解 术 开拓 ， 此 结果 对 所 有 的 s 
3h. H 


应 当 指出 ， 当 h = 上 =1 时 ，(14) 里 的 和 仅 有 一 项 ， 交 B. 
我 们 得 到 Riemann 函数 方程 . 


12,10 二 -函数 的 函数 方程 


Hurwitz 公 式 也 可 用 于 推导 DirichletL- 函 数 的 函数 方 
程 .首先 ， 我 们 指出 ， 只 讨论 模 K 的 本 原 特征 就 够 了 
定理 12.9 “ 令 X 是 模 k 的 任 一 Dirichtet 特 征 ，d 是 任 一 请 
Su, 45 
x(n)- d(n)xi(n), 
其 中 中 是 寞 4 的 特征 ，x: 是 次 k 的 在 特征 ， 那 么 ,对 所 有 的 
我 们 有 
I 
Lis, 0-06, 9 p (1-28), 


HEAR 首先， 保持 ac>1， 并 利用 Euler 乘 积 
L(s, x)-1l 


_— Í! 2. 
1 x(p) ' 
CB 
Wx)-d0)xO00), 并且 pikit, xilp)=0, 4 pfk 
Hj, x.Cp)=1, Fete 
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L(s, x)= 1 
P +k 1 一 Vp) 
p 
-n Í . Cp) 
IL oj 4A 7. 


p—— EL 


p: 
=L(s, pH 0-9). 


这 证 明定 理 对 5>1 成 立 . HRTF, BA KEA 
有 的 s 成 立 . . L1 
注 ， 如 果 我 们 在 上 面 的 定理 中 假设 4 是 x 的 前 导 子 ， 那 么 让 中 d 的 本 原 特征 ， 
这 涪 明 每 一 个 L 一 级 数 L (s, x) 等 于 本 原 特征 的 上 一 级 数 L《s，X ) REUS 限 

个 因子 . 

为 了 出 Hurwitz 公 式 推 导出 L- 函 数 的 浮 数 方程 ， 我 们 
先 用 周期 zeta 肖 数 F(x，s) 来 表示 L(s，Xx). 

定理 12.10 SLEKT RRE, MA>, 
我 们 有 


(8) GG, KL x) = 3 xF (p s). 
其 中 G6(m，Xx) 是 与 x 相伴 的 Gauss 和 ， 
G(m, x)= Dalek 


证 明 “在 (9) 里 取 x 一 他-， 用 又 (h) 乘 之 并 对 h 求 和 ， 


得 
k -一 h _ °° 一 1xinh ws 
BGR y= B Bete a 
co k — 2xinh 
一 之 an 2 x Ch) 
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= {n Gla, x). 
AXA, MGO, YAMIN, HUGO, x) 
mx()G(, X), Tj 
DF (FE, s)=GG, X) Exa 
=G(1, x)L(s, x). = 
= 


定理 12.11 Dirichlet L- 函 数 的 函数 方程 .如 果 x 
模 K 的 任 一 本 原 特 征 ， 那 么 对 所 有 的 sS， 我 们 有 
= KEO [or 
(18) LOIS, x)= is fe 
*xC- De * Vo, X)L(s, 50. 


证 明 feHurwitz AU ,然后 用 x(h) 乘 每 一 
部 分 并 对 h 求 和 ， 得 


因为 F(x，5) 是 周期 为 1 的 对 x 的 周期 函数 ， 并且 x(h) 
=x(—1l)xX(—h), RNA 


Beart) 
son 3,4 P(E ) 
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— v(t pF (s 2. 
多 Du AG DE d k C s) 


=x(-1), 2) xR s). 


于 是 ， 前 面 的 式 子 变 为 


iex.) 
用 上 :去 乘 两 边 并 利用 (15) 即 得 (16). H 


1211 EC —n, a) WE 


当 n 是 一 个 非 负 整数 时 ，5( 一 0，a) 的 值 能 直接 算出 .在 
关系 式 E(s，a)= 二 了 (1 一 s)I(s，a) 中 到 s 二 一 0， 得 
t(—n, a)=T (1 | n)I¢ n, a)=nil(—n, a), 
我 们 还 有 
K —n, a)=Res ( MES ) 


—e* 
Huk RAY HERES ARH Bernoulli 多 项 式 的 


定义 ”对 任 一 复数 x， 由 方程 
ze^* $ B,(x) 


e*—1 n=0 ni 


定义 函数 B.(x). 数 B.(0) 称 为 Bernoulli 数 并 证 为 B。， 
pi 


z" Fert] 2| <2 


a MP. JO|z|<2=. 
定理 12 .12 函数 B。(x) 是 由 
Ba(x)= AÒ B a" = 
给 定 的 x 的 多 项 式 . 
证 明 我们 有 
$w. B A) z 


= 一 二 一 一 一 
n= 0 e E 


Ne 0 n) -2")( 3 0 = 7). 
由 于 2 的 系数 相等 ， 我 们 得 
B(x) _ — B, x?-* 


n! £k (n—k)r^ 
H BHS e EE. 


定理 12.13 HTE, RNA 
(17) &(—n, a y=— B. (a) 


n+1 


xz 


证 明 ”如 前 所 述 ， 我 们 有 tn, a= ni(—n, a) 
而 


I(—n, a)=Res (=s) 


1—e' 


== — Res (Ur ) 
ze) e*—i 


一 
E Baala) 
(na 十 1)1 ` 
由 此 得 (17)。 
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12.12 Bernoulli 数 与 Bernoulli 多 项 式 的 性 质 


定理 12.14 Bernoulli 多 项 式 B.(x) 满 足 差 分 方程 
(18) B,(x+1) 一 B,(x)=nx"-' Znzl, 
因此 有 
(19) B.(0)=B,(1) # n>2, 
WEB) ”我们 有 等 式 
(x- 1)2 xz 


e 
z ` TZ z —ze*' 
e —1 e —i 


ë 


HIE S 
> B,(x+1)—B,(x) Za 一 > x" gata 


n-0 ni n-o NI 
由 z" 的 系数 相等 我 们 得 (18)， 在 (18) 里 取 x= 0 得 (19). O 
£212.15 Nin22B8, RNA 
B= XÒ )8.. 
AU] 在 定理 12.12 里 取 x=- 1 并 利用 (19) 即 得 . [1 
定理 12.15 给 出 一 个 计算 Bernoulli 数 的 递 推 公式 ， 定义 
已 给 定 B,=1， 由 定理 12.15 可 接连 地 得 出 一 些 值 ， 
B,=1, B,=---, B,= : , B,=0, 


2 
B,= —!.,B,-o, B,-.l., B,=0 
Í 30 7 5 7! 5 437 7 7€ 
1 5 
B, = 30 ' B,—0, Bigs ae Bi y=0, 


H-— O AAG BP ee 2 1285 SEM BLD, (x), 
前 面 儿 个 证 
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B,(x)=1, B,GO-x- I ， B(x)=xt-x41, 


2 6 
B,(x)=x? sx + Lx 


B,(x)=x*-2x'+x?— E 
根据 定理 12.12 与 定理 12.15， 可 写 如 下 符号 ; 
B.(x)=(B+x)', B,=(B+1)'. 
在 这 两 个 式 子 里 ， 右 边 部 分 按 二 项 式 定 理 展 开 ， 然 后 把 每 一 
ATi RB AB ARE. 
定理 12.16 ”如 果 n 宇 0， 则 有 


(20) E(—n)=— Ba, 


eo, SinciEj, RIAS- 2n)=0, B... :一 0. 

证 明 为 计算 5 一 2) 兹 值 ， 我 们 在 定理 12.13 里 取 ai 
即 得 (20). 

RNA. ARH 

(21) E= 5) 2022) TG) eos( 5. Jes). 


推出 5( 一 2n)=0 对 n 之 1. 于 是 根据 (20) 得 B,。 50, 


l . H 
Bu Ba n+ :一 0 这 一 结果 也 可 由 


Z l.. c 
sp 7 2 z=] + 之 

的 左边 是 z 的 一 个 偶 贾 数 而 得 到 ， 
定理 12.17 mRKE-TERR, WH 


(22) eK cor Ge. 


证 明 OCs AY eH BOT TEHUNS - 2k, f 


Ba; 
ti 


C(1—2k)-—2(22)^**T'(2k)cos( 1k)C(2k), 
或 者 


7 a = 2(2m) ^! *(2k—1)1C7 D £21), 


这 就 推出 (22). O 
注意 ， 如 果 我 们 在 (21) 里 令 s 二 2& 十 1， 则 C21) 两 站 为 0， 因而 我 们 不 能 得 
到 关于 (E+1) 的 情况 .迄今 ， 对 L(2k 十 1) 没 有 得 到 类 似 于 (22) 的 公式 ， 甚 至 对 
任 一 特殊 情形 ， 例 如 5(3) 也 不 知道 .对 任意 的 整数 k，t(2k 十 1) 是 有 理 数 或 无 理 
数 都 不 知道 . 
定理 12.18 BernoulliB, ,. SHEE, Bj 
(—1)°'''B,,>0. 


此 外 还 有 ， 当 K 一 co 时 ，|B, | 一， 实际 上 
(28) (10v B, 20801. wk cong, 


(2x)!* 
证 明 DUC (2k)0, (22) 就 说 明 B. 26 ERES, 
当 K 一 ce 时 ，5(2k) 一 1， 因 此 得 (23) . O 


注意 ， 当 x_>ca 时 ， soya | PRS h- ` 并 根据 Stirling 
公式 nl -( W2xrn ， 得 


2k+1 


(DB ~ Ve (5) 当 k 一 oo 时 . 


下 一 个 定理 给 出 多 项 式 B.(x) 在 区 间 0<xsl BR 
Fourier 展 式 . 
定理 12.19 dE 则 有 


(24) B,(x)=— ani an 


于 是 有 
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Leq 2(20)1 4 cos22kx- 
B..(x)-« 1) (21)/* ye k 28 , 


net 2(2n -1)! < sin2<xkx 
B... if = 一 ) — > pe ee 
2 iX) ( 1) (2: )^: "rn k?^7: 


HEB EHecwizA R HB nje py H 63812. 13 立即 
得 (24)， 另 两 个 式 子 是 (24) 的 特 丈 情 形 . N 
Hus (24) 右 端 天 
数 ， 共 辣 期 为 1 .在 区 | 


SOBER RB. (x) u 做 mn 次 Bernoafli 周 期 区 
1 里 ， 它 与 Bernoulli 多 项 式 Ba (x) dE, Hn 


B.(x)=B,(x—LxJ). 


定理 12.13 推 出 
ECO, a)= —B,(a) >a, 


VU, C0) 50, 1). 对 每 一 个 Dirichlet 特征 x， 
我 们 运 能 算出 LCO0，X) 

3312.20 令 X 是 横 K 的 任 一 Dirichiet 特 征 ， 

(a) 名 果 X=Xi( 即 主 特征 ) WLO, x,)=0.. 

(b) $üXx2x,, WA 

k 
Loo, x)—— orate). 

EE, Sx —1)—1, WLC, x)=0. 

HEH 当 X=Xi 时 ， 我 们 利用 在 第 十 一 章 里 证 明 过 的 对 
01 Ry ast 


LG, x) -6(s)HIC1—p^* ). 


根据 解析 开拓 ， 这 个 公式 对 所 有 的 s 也 成 立 . 
当 s=0 时 ， 式 中 乘积 为 0 WALO, x.)=0. 
如 果 X=Xi， 我 们 有 


Lo, x= Bale, +) 


= zx- 
= -二 也 rx(r), 


k 


Yrer) Nc e) r) 


=k Ylx(k—r)- Xrx(—m 


=-—x(—1) 3 n). 
内 此 ， 当 x( 一 1)=1 时 ,我 们 有 ,rx(r)=0. n 


12.14 用 有 限 和 逼近 5(s，a ) 


一 些 应 用 需要 计算 作为 t 的 函数 C(o 十 it，a) 的 增长 率 ， 
这 将 由 Euler 求 和 公式 得 到 EC(s，a) 的 男 一 个 表示 式 来 算出 ， 
在 半 平 面 gc>0 里 ，5(s，a) 与 它 的 级 数 的 部 分 和 和 有关 并 且 还 
给 出 在 直线 5c=1 之 外 展开 E(s，a) 的 解析 性 的 一 个 替代 方 
法 . 

定理 12.21 AE RBRNS 08020, 我 们 有 


(25) CG, a)= Set + ER 
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_— Í| x-hx 
| (x+a)''' dx. 


证 明 FRI Euler R HL 2 (E M3.1), BS 
f(t)=(t+a) 旦 x 与 7 都 是 整数 ， 得 


So l = FE 
y<n<x (ata) y (t+a)' 


#uy= NJË x— co, Boa, fu 
> ! -人 4 
Xa (aay N (t+a)' 
-s| iE dt, 


(tay t! 
或 
St (Nta)! 
eG, a) pA (n+a)* s—1 
_ f t—L[t] 
an (t+a)**! dt. 


这 证 明了 (25) 对 c>1 成 立 ， 如 果 cS>0， 其 中 积分 不 超过 
[Corax tcc, BEN oS — SO, TE, TOE RT 
90 里 ， 它 表示 一 个 解析 函数 ， 因 此 ， 根 据 解析 开拓 ，(25) 
Xf o> ORI. L] 

(25) 右 端的 积分 还 能 写 为 级 数 ， 我 们 把 这 个 积分 写 为 一 
些 积分 的 和 ， 其 中 [x] 是 常数 ，[x] =n， 我 们 得 


~ x-[x] ow x-n 
J. (aay dx AJ. Gh jd 


- xj CEXENPUL du. 
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TAME, (25)1B n] N 


1 
(26) (s, a)— Nod 
u (N+a)!™’ _ 9o 1 u 
mM S—1 à (u+n+a)**? du. 


当 5>0 时 .在 逐步 扩大 的 半 平 面 里 用 分 部 积分 法 可 推出 类 似 
的 表示 ， 如 下 面 定理 所 指出 的 那样 .， 
定理 12 .22 Ro 则 有 


(27) t, a= Se 
— (N+ay' ° _ " _— l ee 
— den 7A ME 
s(s+1) af? u2 
EE 2t m 2 A (nafu) ; du 


€ —13. uüfBo-m, m-1,2, 3, =, BNA 


1 
CÓ Giay" 
— (Noa) Sy s(s—1)--(s+r—1D 
$ —1 DL (r+)! 
oe ayn 1 
xitG-r, &) £ (nta) t } 
SS 十 1 二 用) 
(m+1): 


& 1 uz d 
x > = u, 
sJ (ntatu)it™ 


证 明 由 分 部 积分 法 得 出 


| udu 
(nd acu)! *! 
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_ u? s 十 1 | u*du ; 
Co»(raru)j a \G@¥aruy 


Bi. uEe»o, Sl 


xA | udu 
pa — 
oNJo (atatu) ti 


i y 1 — 
2 smn (na 十 a 十 1)571 


当 o 二 0 时 ， 有 边 的 第 一 个 和 式 是 E(s 十 1 ，a) 一 
(n+a)-*-! 并 且 (26) 挫 出 (27) .根据 解析 开拓 ， 此 颖 时 
对 a>> 一 1 也 大 正确 的 ， 多 次 用 分 部 积分 法 即 得 (28) 里 的 更 一 


12.15 |€(s, a) | 的 不 等 式 


E-PRASA eCo tit, a RER. 

定理 12.23 (a) 80559, ME 

(28) |&(s, a)-a^|«C(1—9) #o>1+8, 

(b) 和 如果 06 过 83 二 1， 别 寄 一 个 下 的 常 部 A(3)， 它 依赖 
TŠ IKEA sa, GEG 

(80) |S(s, a)—a- t <A(6):1] ` 


i -8<o<e, |tiz1. 
(31) |&£(s, a)—av*|<A(S) | tit 
a—S$<o<€, |t|>1. 


(82) |E(s, a)&AQ) tiorem 


#—m—db<o<—m+4, |ti >i, 


Hpm=1, 2, 8. ' 
证 明 HFa), 我 们 利用 5(s，s) 所 确定 的 级 数 ， 


得 
s, azas 3 lu. 
ESI , a) a | 之 (n+a)° 
Z 1 £ 
S> ueeco9, 
这 就 是 (29) 式 . 


对 于 (bp)， 我 们 利用 (25) 里 的 表示 式 ， 当 1-8<o<2 


-=s N N- l-o 
ies a)—a IS ECESE + iM 


° dx 
til] eer 
5 dx (Ncta)'"* 
| (x ca)? [s— 1| 


| 
ASL (Nea), 


Wezmi-5»0, S4l(x-ca)'m(xra)!x1!5, Bp 


B, 
` dx N dx _ N° 
E —x| $5 c — 
|. (x+a)° a xii 5 


还 因为 ls 一 1|==10 一 1+it| 关 |t| 之 1， 我 们 有 


l-o 
一 一 一 一 <(N+a)?<(N+1)?, 


Hoa, WN |s|<Jol+[t|<2+|t], Ri 
(Lov tay tc 3E acp 


2+hth — 1 ` 
< 1—Š N? ° 
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这 给 我 们 
|G(s, a) —a*'| 


Nė 2 二 tl Nš 
<1+—s—+(N+1)’ +— š x 


现在 取 N=1-Citl]3， 那么 最 后 三 项 是 O(|tl*)， 其 中 天 O 
符号 仅 依赖 于 8 而 得 出 常数 A(5)， aon 
为 证 明 (31)， 我 们 利用 (27) 里 的 表示 式 ，ff 
ie(s aal 1 | ea)" 
Tu , ) <> (n ra)? i [s— 1] 


t psit Gl, a)—a -|) 


MEENE: 1 
pub V (nca) 


+s] |s-- 1 > < = ` 


同 (30) 的 证 明 一 样 ， 我 们 取 N=1+LIH， 所 只 N=O(Ot) ， 
并 且 我 们 证 明 右 端的 每 一 项 是 2( 6117), 其 中 常数 由 仅 依 
赖 于 8 的 大 O 符 号 推出 . 不 等 式 -5 和 ac<5 M1-8<i+o0< 
1 二 5， 于 是 


S zug (ON a)'7? 
Z Fa)" ul c n» 1 一 9 
M -O(|ti1**), 


XBs-ilitui, BEES —niedO(Ct'u, WE 
第 三 项 ， 我们 利用 (30)， ne §<o04+1<1+64 

1s| 2OCItD, RAH, XX —3 d OUt., 下 面 ,我 
们 有 
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3 N dx 
l$ nee r0], ax) 
-O(Ct N75) 2O([t| 175) 
-O(Cit]!*?), 


Isl [s-- 1] Mose 


=0( Itl? f. dis -)= O([t|?N7*7!) 
"M Ne-ty= Oct] 1*3), 
这 完 全 证 明了 (31). 


(32) 0g mE PAESE dpt, dE xe SE RH (28) 3b a OS 
"n 


a =0(1)40<0R}. 
12.16 JEG 5 ILG, 9) ATERN 


当 a 一 1 时 ， 定 理 12 .253 里 的 估计 式 给 出 |E(s)| 的 相应 
的 估计 式 ， 它 也 引导 出 Ditichlet 工 一 级 数 鬼 上 界 . Si 3S 
9::140, 8>0, WSs), HIL(s, xy) DAW He 
C(1+8), BPR, SIR igo si +ò, 

定理 12.24 X RH k B8 任 一 Dirichlet BE, # i& 
oxi BA, FEAE RAG), ERAF (5k 
BSS, ER, Mo=o+it, t21, § 

(88) ILCs, x)|<=A(%9)[kt|"+: + 

Ëšš=m—à=<oe=<—m-+ŠBf, 

其 中 m= 一 4, 0, 1, 2, =, 

WH 我们 回忆 到 关系 式 
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LG, =k S xet, —), 
Hm=], 2, 3, Bj, 我 们 利用 (32)， 得 
e vang is E) 

<k” SKAC) t|, 


这 证 明 (33) 对 名 之 1 成 立 ， 如 果 m=0 或 一 1， 我 们 有 
k—1 x(r) 
(34) LCs, x)= DANS 
k-1 » N La 
eet Bofs )- 09) J- 


et eG) menthe, 


所 以 (34) 里 的 第 二 个 和 不 超过 A(3)|kt1 "1*， 而 第 一 个 和 


式 不 超过 
ol ES m4 [ m4à 
Pu 2r <E + E: dx 

m+1+5 m+1 +à 
oense C kes 
m+1+8 Š 
[] 


这 个 和 也 能 并 入 佑 计数 A(8)1Ktin*+:r* 之 内 . 
第 十 二 章 习 题 


今 f(n) 是 一 个 模 k 的 周期 数论 函数 . 
(a) ER Dirichlet HSan :对 o 守 1 绝对 收敛 ， 并 


X 
上 o>>1 时 ， 有 
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eo 


EO e gos T). 


(b) 如 果 > f(r)=0, WüEBjDirichletZg i Y f(n)n7*? 
o> ON, IFA — TBHP CS), 使 得 
070, dH F(s)—Vi(n)n-, 

WAXES MH HOS 1, SFCx, s) 2 J HP zeta HW 

" 

F(x, y= 
如 果 0<a<1, 证 明 ， 由 Furwitz 公 式 可 推出 


F(a, s)=- cu UM 


xi(s- 


+e £F T^t -s, 1—2)). 
利用 2 题 中 的 公式 把 F(a，s) 的 定义 扩大 到 整个 s 一 平面 
上 ， 如 果 0<a<1， 证明 扩 大 了 的 F(a，s) 是 s 的 一 个 整 
eR BY 
tn o<a<1, 0<b<1, A^ 
(a, b, s)= da TCG) (t(s, a)F(b, 145) 
+€(s, 1—a)F(1—b, 1+s)}, 
silos 证 明 
(a, b, s) | _ _ 
Ts EN -(t(s, a)&( S, 1 b) 
+Š(s, 1-a)&(—s, b); 


te i {€(—s,1—b)E(s,1—a) 
+€(—s, b)&(s, a)) . 
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并 推导 出 @(a，b，\)= (1—b, a, —s), 这 个 函数 - 
方程 在 椭圆 模 函 数理 论 里 是 有 用 的 . 

在 5，6，7 题 里 ，8(s) 表 示 12.8 节 里 介绍 过 的 束 
函数 

Ë(s) =s(s— Dx r(3-)&. 
证 明 ， 在 直线 t=-0 与 c 一 地 上 ，8(s) 是 实 的 并 H&(0) — 
£)- 
证 明 ，8(s) 的 零点 (如果 存在 的 话 ) 全 部 位 于 区 间 
0<o<1 内 ,并 且 它们 的 位 置 是 关于 t=0 与 == 三 对 称 
的 . 
证 明 ， 在 临界 区 间 0<ao<1 内 ，85(s) 的 零点 与 E(5) 的 零 
点 位 置 相同 ， 重 数 相同 . 
令 X 是 模 k 的 一 个 本 原 特征 ， 定 义 

ana(x)={° x(—1)=1, 

1 x(-1)9-1. 

(a) 证 明 L(s，x) 的 函数 方程 有 形式 

L(1—s, x) 

-GO2()7'k'-5eos( 69) )r()LG, x), 

其 中 |s(x)| 71. 
(b) 令 


Bs, 2)=(E) r( tej LG, x), 


WER, &(1—s, x)=e(x)8(s, x). 
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9. 参看 第 8 Bi 
(a) 证 明 5(s，X) 羡 0， 当 >1 或 c< 0 时. 
(b) 描述 半 平 面 0 达 0 里 L(s，x) 的 零点 的 位 置 .， 

10. 令 x 是 模 k 的 一 个 非 本 原 特 征 ， 试 描述 L(s，x) 在 半 平 面 
oc 0B m REL. 

11, 证 明 ，Bernoulli 多 项 式 满足 关系 式 


B,(1—x)=(—1)*Ba(x), Bass (4)=0 


WEP NSO, 
12. SB, Rn Bernoulli¥, WR 
_ Í _ 1 _ 1 
Bg. 
_ l 2. 151.1 
B, 30 | 2 5 
1 1 1 1 


B, = -1 一 了 一 一 二. 
42 2 3 7 f 
这 些 式 子 说 明了 一 个 定理 ， 该 定理 在 1840 年 分 别 地 
被 Von Staudt 与 Clausen 发 现 . 如 果 n 宇 1， 我 们 
有 
B,,=1,- D» EN 
Jp Ld WB ist SP PALL p — 1 整除 2a 的 素数 
PRAL. AX SNR Hi -— 4 NET Lucas] aE, 
(a) WEB] 


B= Mo EC D C un 


CER: x= log +(e 1) AI c s 368 
3k. 1 
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13. 


14. 


15. 


17, 


(b) 证 明 


E r ea, 9. 


其 中 cCn， 上 ) 是 一 个 整数 ， 

(c) 如 果 a，5b 都 巧 整 数 ， 并 且 a 宇 2，b 宇 2,，ab> 4， 
证 明 ab|l(ab 一 1)!， 这 说 明 ， 在 (b) 的 和 式 里 ， 
k>>3，k 十 1 是 复合 数 ， 每 一 项 都 是 整数 ， 

(d) 如 果 p 是 素数 ， 证 明 


suey 


=f! (modp) #p—1|[n, n>0, 
lo — (modp) #p- 13n. 
(e) 利用 上 面 的 结果 或 其 它 方法 证 明 von Staudt- 
Clausen 定 理 . 
WH, gn =2, NjBernoullid Hi 式 B.(x) 的 导数 是 
KB (x). 
证 明 ，bBsernoulli 多 项 式 满 足 加 法 公式 


Bato 2C JBC, 
HEH], Bernoulli MR IE Zt À 
Be(mx)=m Si Ba (x+ £). 


. WH, niri, WjBernoulliZ MAW E 


yy Ba 2 1, 
之 o (2k)i(2r+1—2k)! (2c)i ` 


用 两 种 方法 计算 积分 分 | xB。(x)dx 并 推导 出 公式 
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S (P _ B, n. Pet 
AC), PT 
18. (a) 验证 等 式 


u+ v e —1 € —1 


一 1 十 > MOS + v" ZL )B, . 


no2 ni 


(b) 41-['B, (x)By(x)dx, 证 明 ，J 是 (a) 的 展开 式 
Epigr v "的 系数 ， 由 此 推出 


1 
| Bo(x)Be(x)dx 
pot pid! 4h 
«A 1) (qp) 7" Xipzl, q41, 
Bp=0 ql. 


19. (a) 用 与 18 题 类 似 的 方法 推导 等 式 
QU ev) 3 EN s 
j H mint 
AAA Bar 
=> =, Basal a mini "xu 
(b) 比较 (a) 里 的 系数 并 利用 其 结果 推导 公式 
B.(x)B,(x) 


EM UL 


(u )'y-Euv?'), 
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20. 


21. 


22. 


m= mini 
+(—1) (m+n), Bus» 


XImzl, nci. JF ISR, 
iE, «m1, nnl, peu, WA 
| Bo(x)Bs(x)B,(x)dx 


"cnm (e) C eeu 


XB, Bainsp-21. 
特别 ， 由 此 公式 计算 | Bi(x)dx. 
令 f(n) 是 一 个 周期 modk 的 数论 函数 ， 并 令 
e(n)= M f(me 3 
#27R IW Abe Fourier X. 如 果 
F(s)=k-! Bes, +), 
TEAR TG) 
u S Sts ky r 
Füa-s- (2x)' {e Seths, +) 
CUYO Ds £)} 


令 X 是 横 k 的 任 一 非 本 原 特 征 ， 并 令 
S(X)= 22 x(n). 


(a) MURNZ1, o>0, W 
Los, y= Ë XG psf ODES) a 
n=1 n° ytt 


N 


(b) WRs=0+it, o>ò>0, |t|z0, fl F(a), 
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证 明 存 在 一 个 常数 A(3)， 使 得 
L(s, x)<A(8)B(k)(It|+1)'"°, 
其 中 B(k) 是 1SCX)| 的 一 个 上 界 . 在 定理 13.15 里 已 知 
B(k) =O(/k logk). 

(c) 证 明 ， 对 某 个 常数 A>1， 我 们 有 
|L(s, x)| &Alogk, Most — -p p Ho<|tl <2 
时 . [提示 : fE(a) HIRN—K., 1 
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第 十 三 草 ” 素 数 定理 的 解析 证 明 


13.1 证 明 的 方案 


素数 定理 等 价 于 
(1) W(x)~x xr cont, 
其 中 由 x) J Che bysev Ri 
Wx)= 2 A(n). 
本 章 给 出 一 个 以 Riemann Eeta 函 数 的 性 质 为 基础 的 (1 rng 
一 个 解析 证 明 ， 此 证 明 比 第 四 意 里 的 初等 证 明 还 短 并 所 其 主 
要 思想 易于 理解 ， 本 节 概 述 证 明 的 主要 特点 
函数 是 一 个 阶梯 函数 并 且 它 的 积分 很 便 于 讨论 ， 我 们 
把 它 的 积分 记 为 中， 即 我 们 讨论 
3, G)- ['&codt, 
积分 由 ,是 一 个 分 段 连 续 函 数 ， 首 先 我 们 证 明 ， 渐 近 关系 式 
C2) 9G) qx Mor coll 
能 推出 ( 1 )， 然 后 再 证 明 ( 2 )， 为 此 ， 我 们 用 Riemaaa 
Zeta O2 表 为 一 个 国道 积分 的 平均 信 ， 
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$G) 1 (Um xs (E Gy 

x? ~ Ini | Gs f(s) jas. 
其 中 c>1， 
M- -EOL 在 s=1 处 有 -个 残 数 为 1 的 一 级 极点 ,如 果 我 


们 去 掉 这 个 极点 ， 就 得 到 


eO t1- -) 
— T E EC) : s. 


21i Jc-ei s(s+1) Cs) s—1 
对 c>1。 
我 们 令 
SC) ul. 
0 


并 把 上 面 的 式 子 改写 为 
(3 ) c ; 4 JE P NE x'-'h(s)ds 


= | he rite’ tAosxzdt, 
2m J-> 
为 了 完成 这 个 证 明 ， 我 们 必须 证 明 
(4) lim [7 h(c- it)e! '!?**dte0, 
Fourier 级 数理 论 里 的 Riemann-Lebesgue 引 理 nj 
表示 为 


lim| De cdt 一 0 


如 果 积 分 | ICO dt 收敛 的 话 ， 把 x 换 为 ogx, (4) 里 的 
积分 就 是 这 种 类 型 的 积分 , 并 且 我 们 容易 证 明 积分 
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fo lh(c+it) dette sollese, SELL, xeon, (A 


积分 趋 于 9， 但 当 c>1 时 ， 积 分 得 号 外 面 的 因子 x*-: 趋 于 
cc 时 ， 所 以 我 们 有 一 个 不 定式 co + 0，( 3 ) 对 每 一 个 c>1 成 
3r. 如 果 在 ( 3 ) 里 取 c= 1， 令 人 讨厌 的 因子 x' :将 会 消失 ， 
但 h(c+ it) 变 为 HCL+it) 而 在 直线 c=1 上 被 积 函数 含有 


GU. mew, sim (^ Ina eio auci p. 


在 验证 收敛 性 之 前 我 们 必须 应 用 Riemana-Lebesgue 引 理 ， 
证 明 的 最 后 部 分 也 是 更 困难 的 部 分 是 证 明 在 ( 3 ) 里 可 以 用 1 
As, epus Ih eio dull SER te 
研究 直线 0 二 1 附近 的 Riemann zeta ži. 

现在 我 们 开始 实施 上 述 计划 ， 我 们 先 从 几 个 引 理 开始 ， 


13.2 引 理 


引 理 1 对 任 一 数论 函数 a(n)， 令 
A(x)= a(n), 
如 果 x<1， 令 A(x) 一 0， 则 有 
(5) Dn)atn) 一 | At. 


证 明 ”如果 f 在 [1，x] 上 有 连续 导数 ， 我 们 应 用 Abel 等 
式 ( 定理 4.2. ) ， 有 


(6) Daa)= AGOfGO- F AOE Wat, 
取 f(t)= t, 我 们 有 
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>= a(n)i(n)= du nala) 4 ACx f(x) =x aay, 
所 以 (6 42205). ` Lj 

FRG 8E AE BOSE EFE o Xo L’ Hospital 规则 的 
一 种 形式 . 

32 FA(x)= Dal), A GO Ade, 并 设 
a(n)20, X EUH fn, MBM pce >OoyL>o, RN 838 
VEZ sh 

(7) A,(x)— Lx! x>}, 
那么 我 们 有 

(8) A(x)—eLx'7! 当 x-»coo 时 
换言之 ， 由 (7 ) 的 形式 微分 给 出 一 个 正确 的 结果 . 

WEB] 因为 a(n) 非 负 ， 所 以 函数 A(x) 是 递增 的 ， 选 取 
iE—B>1F ZEA, (Bx)—Ai(x), RINA 

A (x) - AG) | AC )du>[ AG) du 


= AQO(Bx - x) 
=x(B—1)A(x). 
这 给 我 们 
xAGO sg HAA (B-A CGO} 
或 者 
A(x) 1 A,(Bx) Qc A (x) l 
Pst 0-7. 
在 这 个 不 等 式 中 ， 保 持 B 不 变 并 令 x~*co， 得 


limsup AU) « (ips DT Poot 
X--20 < — i 


现在 令 B 一 1: ， 右 端的 商 是 在 xz 一 1 时 天 BUSES 22 DER 
We, Dist 
(9) limsup 


——— JFZIRA.(Qx)- A;Cox). HB 
上 面 的 理由 类 似 ， 可 挫 出 


AQ. xcL, 


liminf- AGO mL I . 
Maiti, SN POL, xs(o)—RE, usi AO) qn 
FNL, Hx ook. 口 


Wa(n)= A), RMA A(x)=4(x), A.(x)= 
j (x), 3EELa(n)Z0. B, WIA STB] 535] B 2 v BD 49 

定理 13 .1 RAE 

(iG) BOs > '(x—n)A(n). 


TA tx < 时 MERAT EXT G) 8 s dux. 


下 面 的 工作 是 把 65 才 示 为 一 个 包含 有 zeta inline 


4. 为 此 ， 我 们 需要 下 而 的 关 王玮 道 积分 的 引 理 的 特殊 情形 
k 一 1 与 Kk 一 2. 《 与 第 十 一 章 引 理 4 比较 ) 

引 理 3 ”如 时 c>0，u>0， 那 么 对 任意 的 局 We k>, 
我 们 有 


了 EET u^ J 
M . dz 
sil. z(z-c1)-(z-rk) 


n -ujt d4i0ocuxl, 
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这 个 积分 是 绝对 收敛 的 . 
、 , n xs - u-*T (z) - 
证 明 首先 我 们 注意 ， 被 积 函 数 等 了 Cz 于 于 77 xt 
是 反复 多 次 利用 函数 方程 T(z 十 1)=zT(z) 而 得 . 为 了 证 BH: 
此 引 理 ,我们 对 积分 
1 u *T (z) 
zi. EE . 
应 用 Cauchy 残 数 定理 ,其 中 c(R) 是 围 道 ， 当 0<u 到 1 时 ， 
如 图 13.1(a) 所 未 ， 当 u>1 时 ， 如 图 13.1(p) 所 示 . H TI 
半径 有 大 于 zk 十 <c， 所 以 ， 所 有 的 极点 z 一 0， 一 1，…， 一 上 
都 在 圆 的 内 部 . 


| - 
ta) O<u Ki (bru! 


C 图 13.1) 
现在 ， 我 们 证 明 ， 当 R 一 oo 时 ， 沿 着 每 一 个 圆 弧 的 积 
趋 于 0 ， 如 果 z 一 x 十 订 并 且 1z| 一 人， 则 被 积 函数 不 超过 
u^" | u 
z(z+1):=(z+k) | lzllz+t1l*|z+k| 


EM 
R]zcil--[ztk[ * 
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当 0<u 和 1 时 ，u “是 递增 函数 ， 当 u>1! 时 ，u "AE EUR 
i, GRD puns xa, 刘 果 1 委 a<k， 则 有 


|z-+n|=|2|-n=R-n=R-k> È 


这 因为 R>2zk. Al, WA ERA SE 
2nRu^^ — — 
1 K 
R (yR) 
HHA Si, BPEDAROooómj, EASO, 
如 果 u>1, RA DERE #Ec(R)IS 90 E 8 Pr By. Tox 


[| (70. 信 R 一 =， 在 此 情况 下 ， 引 理 得 到 证 明 . 


如 果 0<u 和 1， 我 们 根 据 Cauchy 残 数 定理 来 估算 沿 
c(R) 的 积分 的 值 ， 被 积 函 数 在 整数 tn 二 0， 一 1，…， 一 k 处 
有 极点 ， 于 是 


1 | T(z) dz 
PER ao TOTERT) 


L (z) 
一 => Ren EED 


_ , k u*(—1)» 
之 ray ee)= 2 (k—n)ini 


= a(o, 


令 R 一 co。， 即 得 引 理 . oO 


13.3 LOO argu gen 


定理 13.2 mBc>i, x1, WA 


k 


HOO LD oet CE Cas 
(11) xl. i SGT, S EG) 7 


证 明 由 等 式 (10) Rd OO. v jus. 


n 


利用 引 理 3， 令 其 中 =1， u=- X 


. MRR asx, 
得 
eru Gu 
x 2xi c — oo i 's(s y 
HAGERI, J3PxtHPÍÉnsooRTWL f 
MO Di 

, 


us 


Vix) < 1 EE 
x > 3S s(s-i) | 


ee; Aa- 

| AC )( ii ) ds 

coe i s(s+1) 

这 因为 当 a>>x 时 ， 积 分 为 0， 上 式 还 可 写 为 
(12) 950). S| esas, 


KOES] 
其 中 zril COs 一 [二 本 人 一， 下面 我 们 想 交 换 (12) 中 和 
与 积分 的 位 置 ， 为 此 ， 只 要 证 明 级 数 
a2) 3 7 1f(s)1ds 
收敛 即 可 ，《( 参阅 [ 2 ] 里 的 定理 10.26。 ) 此 级 数 的 部 分 和 
满足 不 等 式 
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spz m, 


e-mi ss+I | 
SAGT x: 
= yi AM) — X j 
Aa jJ. seb 
«AX MM, 


其 中 AA 是 一 个 常数 ， 所 以 (13) 收 化 ,于 是 我 们 能 够 交换 (12》 
中 的 和 与 积分 符号 而 得 
&O) [7 X eos 
=l | x! S Aln) ds 


20i Jc-oi A £ on: 
_ 1 Cj et '(s) 
230 -æi TTY (- ts) es, 
两 端 同 除 以 x， 即 得 (11). FT 
定理 13.3 mkco>1, x1, NA 


v,(x) 1 1 1 | i 
(14) PE H(i r) 27i eo ‘h(s)ds, 


其 中 


Cts) 
(15) h(s)= sch 33V ES 7 ) 


ur 9j ME 令 其 申 k= -2， 得 
2073 2 xi). ECCHI 
其 中 c>0. 在 积分 里 ， 用 s 一 1 代 赫 s( 保持 c>1)， 并 由 (117 
减 去 上 式 即 得 本 定理 , L1 
een Canoe 我 们 得 到 
Layt C ixii=x° Tiei tleer (14) 式 变 


x 
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o9 Seat) 


x^^! C91 . . 
= -| hletit)eitie rdt, 
c—c i 


下 面 的 工作 是 证 明 ， 当 x 一 ce 时 ，(16) 的 右 端 趋 于 0 Le 
前 所 述 ， 我 们 首先 证 明 ， 在 (16) 里 我 们 能 够 使 c=1. 为 此 我 
们 需要 研究 在 直线 0 =1 附 近 5(s) 的 情况 . 

13.4 直线 o=1 附 近 | S(s) | 5 1 5 (s) | 的 上 


为 研究 在 直线 = 1 附近 5(s) 的 和 情况, 我 们 利用 定理 
12.21 得 到 药 表 示 式 ， 它 对 于 ga>0 是 成 立 的 ， 
x 1 I °° x—[x] f Ni-s 
aD 5) 


我 们 还 要 利用 对 (17) 两 边 微分 得 到 的 5 Cs AY ZS ah 
; _ S. logn * (x -[x])logx 
(18) &(s)=— 3 888 s ax 


r x—[x] dx N'-*logN 
N X^ s—i 
_ N!-* 
(s—1)? ` 
下 面 的 定理 利用 这 两 个 式 子 得 到 15(s)| 与 1&'(s)1 的 上 


A. 

定理 13.4 ”对 每 一 个 A>>0， 存 在 一 个 常数 M( 依 赖 于 
A ) 使 得 

(19) (s) < 和 Nogt 与 |5 (s)|<Miog:t 


对 于 o> HWE 
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(20) o>1— t>e 


A 
logt 


的 所 有 的 成立. 
注意 ， 不 等 式 (20) 描 绘 出 一 个 如 图 13.2 所 示 的 区 域 . 


( 图 13.2) 

证 明 Mole, WA |S(s)|<%1(2), |ü (s) < 
[oC 2 I, 因而 (19 ) 中 两 个 不 等 式 是 成 立 的 .因此 我 们 假设 
o<2, tee, FEA 

ls]|<o+t<2+t<2tH|s—1}>t 


所 以 [一 < 下， 利用 (17)， 售 算 15(s)1， 得 


1| 
N 1 F 1 Ni-e 
< x + 
EOIS tt Ads + 
Nt 2t N!-? 
= x 
one + oN? + t 
JaN=Tt1, WANENE 1, Zin«N, Mlogn<logt. 


不 等 式 (20) 即 1—o0«— ————, FR 
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1 nin? .Alogn 
二 m EN 1-0) {ogn cd. logt elu 
n 也 n 


n? n 
- (7). 
Bu, 
2t N -1 
NS Sy OCT) 
Ni-e | N 1 1 
NEE de): 
所 以 ， 


ECs = o( X 1)+o0(1)= o(logN)+o(1) 


= 0 (logt), 
这 证 明了 (19) 式 中 关于 |5(s){ 的 不 等 式 是 成 立 的 . 为 得 到 
1&'(s)| 的 不 等 式 ， 我 们 对 (18) 应 用 类 似 的 理由 ， 唯一 的 差 
别 是 右 端 出 现 一 个 特别 的 因子 logN， 但 logN=0(logt)， 所 
以 在 这 个 特定 的 区 域 里 ， 我 们 得 到 E (s) | = O(log2t). 


13.5 在 直线 gc=1 上 5(s) 不 为 堆 


i-— 5, TE, AERE PHBE, CCo i00. 这 
个 证 明基 于 一 个 不 等 式 ， 这 个 不 等 式 在 下 一 节 还 要 用 到 . 

定理 13.5 和 如果 0 二 1， 我 们 有 

(21) EI(o)|E(o+it)) Ito+2it)| 21, 

证 明 ”我们 回 到 在 11.9 节 的 例 1 里 证 盟 过 的 等 式 5(s)= 
e? 6 ) ， 其 中 
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G(s)= > Macte Y 1 (o>1), 


logn met mp 
这 能 改写 为 
< 1 
S ) 一 x `` T 05 } 
G(s)= € PM mp 
ec _ milo 
-—exn í 1s) ee y, 
V p m=i mp” ° 
由 此 可 得 


(Gs s)|= exp{ 5 > one 


Xs=0, s=0+it, s=o+2it 我 们 多 次 应 用 这 个 公式 ， 得 
C?(s)|E(o-rit)|* |E(o+ 2it)| 


=exp xX- 3+ écos( mtlogp + cos(2mtiogp) 
p m=1 mp” 


但 我 们 有 三 角 不 等 式 
3 二 4co50 二 cos20>>0， 
它 是 由 等 式 
3+ 4c080+ cos20 — 3+ 4cos0 + 2c08?70—] 
= 2(1-4- cos8)? 
得 到 的 . 因此， 最 后 的 无 穷 级 数 里 的 每 一 项 都 是 非 负 的 ， 所 
以 我 们 得 到 C21) , [] 
定理 13.6 ”对 每 一 个 实数 t 都 有 5(1+it)s0. 
证 明 ”我 们 只 需 讨 论 t 二 0. (21) 可 改写 为 


(22) (e DE) | SEHD Mieco ait) | 


= 1 » 
o—1 


ROY Fo> Lie. TRECE, 401, 因为 5(S) 
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在 极点 s= 1 处 有 残 数 1 ， 所 以 第 一 个 因子 趋 于 1 ， 第 三 个 内 
FEF ICC + 2it)|， 如 果 5C1+it) 等 于 0 ， 那 么 中 间 的 因子 
能 写 为 

CE(otit)— Et(1+it) 


ais [erin 


当 5 一 1 时 . 
因此 ， 如 果 对 某 个 ft 二 0， 有 5(CI+it)=0， 那 么 o1 
时 ,，(22) 的 左 端 趋 于 |5 (Ci ri | 4|6C1+2it)|, 而 右 端 趋 
qoo, xt — ^4 8. L1 


C’ (s) 


toS k) NTER 


我 们 再 一 次 应 用 定理 13.5 可 得 下 面 的 | 二 wk [s 


S moss. 
定理 13.7 存在 一 个 常数 M>0， 使 得 


|<Mlog’t, (s) |«Mtog* t, 


| 1 E 
| t(s) tis) 
#to>1, t>e, 

证 明 Xpoc2, RNA 


1 [NA u(n) < d.d 
| I t(s) > f Š B E» n? Su 2 ), 
t' (s) o AW, 
(s) Ik, > 


所 以 ， 如 果 o z2, 定理 中 的 两 个 不 等 式 自然 是 成 立 的 于 是 : 
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[iikisos, tme, AS DICE 
1 z THES 

eet <O(o)* Elot 2it)l *, 
Hi (o—1)8(0)#EK 1 «os20] A W, M (o-1) EC o}: 
三 M， 这 里 M 是 一 个 绝对 常数 ， 于 是 

t(o)< s 当 1<a 委 2 时 
如 果 1 <o<2, WWE(o+ 2it)=O0(logt) ( 根据 定理 13.4)， 所 : 
B, xXi«osx2, d 


1 —— — M'(logO* _ _ A(log)* 
i&Cod it) (o —1)* (o—1)* 


其 中 A 是 一 个 绝对 常数 . PURER 020, 我 们 有 


(23) |£(o-- it) | 25 —À Blo ZI , HI<o<2, toe, 
(logt)* 
这 个 式 子 对 0 二 1 当然 也 成 立 ， 令 a 是 满足 < a< 2 的 任意 一 
3x, MA, WRi<o<a, tea, TRDETUI3.4, WA 
[ECotit) bla tit)| e It Cutit) du 
<(a—o)Mlog?t 
«(a —1)Mlog’t, 
是 ， 根 据 三 角 不 等 式 ， 
\€Co+it) | 1€Catit)|— |ŠS(o+it)— (a +it)| 
> \eCa+ it) - (a Mog 


Bla “pt —(a —1)Mlog!t, 
dogi)! 
这 对 于 1 <o<af mick, AREO), Tasos H p 
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3a AX (0-1)? e(a-1)'. M, MmRi<o<2, tee, 我 
WA, AEX 


Elo -+it) [o> Bla 1): (a—1)Miog’t 
(logt)* 
IE- 1 <a< 2a hn, BERTIE MRT Be, 
{i ER AS — BLAEZS = TK A, ER 
ami (sir) -okt 
OR, MRAR Sto dtt, Ma>1Ha<2, E, MÆ 
tty, 1<o=2, JWG 


Elo +it)] S(a—1)Mlog?t= Kirun 


如 果 e 到 t 委 tu， 这 个 不 等 式 也 许 对 一 个 不 同 航 ec 成 立 ， 这 证 
WY, [€(s)|2clog-"tM BA MioS1, teeMor, 这 就 给 出 


ley Boso b, ITAA LEO 的 不 等 式 ， 我 们 


应 用 定理 13 .4 就 得 到 一 个 外 加 的 因子 logt. LJ 


13.1 FEAL RY 


PERME ce MBE ee BY TEB. 我 们 需要 复 变 函 数 
论 中 的 另 一 个 事实 ， 我 们 把 它 表 述 为 一 个 引 再 . 
引 理 4 MR (s)Ms—asbhff—- PKR m, MAW 


Je m Kl fi RBI — kl BB, 
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证 明 ”我们 J 有 fs)= SO, 其 中 g 在 0 处 是 解析 的 


且 g(a) 关 0， 于 是 .对 于 在 a 的 一 个 邻 域内 的 所 有 的 s， RDE 
oL EG) _ kge). 
f(s) (sca)* (s—a)*'"! 
_ EC) f k Q8 
S 


(scCa)*is-a ' g(s) J’ 
T uty k '(s). 
f(s) : £ 
(s) . s-e T g&s)* 
py S C) 在 o 处 是 解析 的 ， 引 理 得 证 . | 口 
定理 13.8 
ts) 1 
F(s)=— +O ETZB 
在 s 二 1 处 是 解析 的 . 
WW “根据 引 理 4， 一 SAS nul TY 在 点 1 处 都 
用 焉 数 为 工 的 一 级 极点 ， 所 以 ， 它 们 E LEER 
lis. 口 


定理 13.9 bcd, RNS 
u, (x) 41 4 2 
x? 1 (1 » 
m H 7 jy itiorx L 
—. hit ite d 
其 中 积分 /1h(1+it)|dt 收 化 ,因此 ， 根据 Riemant- 
Lebesgue 3[ EE, 我 们 有 
(24) V G0 AS, 


于 是 有 
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WOX)~x x oB. 
证 明 EEMMERI, 4>, >i, R 
RESI 
bs BGO) 一 3-4) = i xt hC)ds, ñ 


= 


其 中 


h(s)= ssa Zn a). 
我 们 的 首要 任务 是 让 明 ， 我 们 可 以 把 积分 路 线 移动 到 o 二 1. 
为 此 ， 我 们 对 图 13 ,3 里 所 示 
BS HUE R py Cauchy EM. 
x' 'h(s) 沿 R 的 积分 是 0， 
因为 被 积 函数 ERA 部 与 及 
上 是 解析 的 . 
现在 我 们 证 明 , 当 了 一 co 时 ， 
沿 水 平 路 线 的 积分 趋 于 0. 
DSA Ag eg Be ESE Ge UU. 
相同 的 绝对 值 ， 所 以 只 讨论 
(图 13 3 ) 上 面部 分 就 4b T, t= 
在 这 一 部 分 ， 我 们 有 估计 式 


lou 


| 1 
nl B T 


Ip x 
WH, EAE AVI, HB, Mooi, tent, [EO 
<M, 于 是 ， 当 T>e 时 。 我 们 有 
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LO: 


所 以 


|[ix'cihGodsp fix MoeT. 


do 


Me JOE U (e= 1). 

因此 ， 当 了 T 一 ce 时 ， 灌 水平 线段 的 积分 趋 于 0 ， 于 是 我 们 有 

全 aa [rectos 
FH Ro=1bRINSS=1+i, Ft 

gai |, hls)ds 

= 二 | hb ie risa. 

我 们 注意 到 

[away f pA. 
在 从 e 到 2 的 积分 里 ,我 们 有 
Mlog*t t 


|h(14 it)|] <—- 


maf baridu, xpe, fec maf nna 
viui, M. 我 们 能 应 用 Riemann-Lebesgue 引 理 得 
Bb, Go 2. 根据 定 理 13.1， 这 推 H ap( x )— x 4 x00 


BI, 素数 定理 的 证 明 全 部 完成 . n 


13.8 5(s) 的 无 零点 区 域 
在 定理 13 ,7 里 被 我 们 证 明 过 的 对 0 之 1，t 之 e 成 立 的 不 等 
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式 | | <Miog?t 能 扩大 到 直线 o 一 1 的 den, LAR 


式 在 一 个 器 形 区 域 颗 不 能 得 到 ， 这 个 区 战 与 图 13.2 里 所 示 的 
图 形 有 些 相似 ， 其 中 左边 蛤 舱 线 在 ;一 寺 时 逐渐 靠近 直线 5 
二 1， 这 个 不 等 式 意味 着 ， 在 这 个 区 域 里 5(s) 不 为 零 ， 更 确 
Um, RNA 


定理 13.10 o> EL WHEEBPRBA>UsC>o, 使 得 
c 
[Elo +it)] > —— -ogre 
其 中 


(25) 1 一 —oxiHtze, 


À 
log?t 
这 推出 ， 如 果 o 与 t 满 足 (25)， 则 5(c+it)s0 

证 明 ”利用 三 角 不 等 式 与 定理 13.7， 得 出 
(26) [Eco tit) > [Er i| -ta it) -to + it)! 
> inn ItO + it) —C(o+it)], 


ECBS ON X. ONT AO, XD 
(14 it) -ECo it) =l f Er (utit)du 


<| tutidu 


Ute, 我 们 有 logt>logt， 所 以 (Ts )>1- 


A) D, MRE ASOC), MRNA 


REPRIS AXE IE Cu c it) | AGNI, 49 
ECG + it) ilot it) | «M(1—o)log?t 
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, A OMA 
cMlog't ioe = epe 
在 (26) 里 利用 此 式 ， 得 
(oy) > B= m 


对 某 个 B>0、 任 一 A>>0 与 基 个 依赖 于 A 的 M>0 成 立 ，M 的 
值 由 某 个 A 或 某 个 任意 小 的 A 来 确定 ， 因此， 我 们 能 够 选 
择 充 分 小 的 A， 使 得 B 一 MA>>0.， 如 果 我 们 令 C=B 一 MA， 
那么 最 后 的 不 等 式 变 为 I|5《o 十 it)|>>clog-"t， 这 证 明了 对 所 
有 满足 


1————«o«1S8tze 


Tost 


Wot, BRIA. 义 根 据 定理 13.7， 这 个 结果 对 a 一 1 也 成 
立 ， 于 是 证 明 完成 . LI 
RN Mw, Roi, MWe(s)+0, 3EB eg BOTH 


C(s)—2(2z)'- race Ja 
看 出 ， 和 如果 0 <0， 除 开 零 点 ;二 2, —4, -6, RS 者 
有 5(s)0， 这 些 零 点 是 由 sis( 77 jest. 这 些 零 


点 称 为 “平凡 ”零点 ,下 面 的 定理 指出 ,除开 平凡 零点 之 外 ， 
在 实 轴 上 ，&(Cs) 没 有 其 它 的 零点 . 
定理 18.11 ”如果 c>0， 则 有 


(27) (1-277 *)E(s) = X (-p"* 


这 就 是 说 ， 如 果 s 是 实数 并 县 0 一 :<<1， 则 5 7) 一 0. 
证 明 首先， ooi, Td 
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une xe aS ah 
一 (1 十 2 十 3- 5 十) 一 2(2- 5 十 4 
+675 ++) 
一 1 一 2- "十 3- -一 4- 457* 
一 6- FH ee, 
从 证 明了 (27) 对 g>1 成 立 ， 如 果 a>0， 则 右边 的 级 数 收敛 ， 
押 以 根据 解析 开拓 ，(27) 对 gc> 盖 0 也 成 立 ， 
当 s 是 实数 时 ，(27) 里 的 级 数 是 一 个 交错 级 数 , 其 和 为 正 
3. 如 果 0<s<1， 则 因子 (1 一 2 OE, 于 是 5(s) 也 是 
负 的 . 


13.9 Riemana 假 设 


Riemann 在 1859 年 出 版 的 8 页 著名 的 关于 r(x) 的 论文 
[58] 中 指出 ， 5(s) 的 非 平凡 零点 看 来 都 在 直线 0 一 二 上 ,尽管 


也 没 能 证 明 这 一 点 .所 有 非 平凡 零点 都 有 实 部 于 的 这 一 论断 
现在 被 称 为 Riemana 人 假设. 1900 年 Hilbett 把 证 明 或 否定 
Riemann 假 设 询 为 二 十 世纪 数学 家 位 所 面临 的 最 重要 的 问题 
之 一 ， 但 车 今 此 问题 仍 未 解决 , 

Riemaann 假 设 引起 许多 杰出 的 数学 家 的 兴趣 ， 而 且 关于 
5(s) 的 堆 点 的 分 布 也 有 大 量 发 现 ， BOT BURCH DERI HEEL 
零点 (如 果 存在 的 话 ) 必 存在 于 区 域 0<a<1 内 ， 即 所 亩 的" 临 
界 带 ”内 ， 容 易 证 明 ， 零 点 是 关于 实 轴 与 “临界 线 "o = 二 对 
称 的 . 
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1915 年 Hardy 证 明 ， 有 无 穷 多 个 零点 位 于 临界 线 上 . 
19214 Hardy 5LittlewoodtEH, MET A K. 则 连结 


也 与 二- 的 线 彼 上 零点 的 个 数 至 少 为 AT， 人 A 是 一 个 正 的 


ww 1942 年 , Selberg 通 过 证 明 该 数 至 少 是 ATlogT 而 改进 
结果 ， 这 里 A>0， BANA i, 4O<t<T, Too 
" P mma asa Toc Thos . Wi, Selber aii £i 


时 得 AU ER Lee A RE DG 最 近 (1974 年 )Levi-- 
nson 证 明 这 个 分 数 至 少 为 二 ， 即 Selberg 定 理 中 的 常数 A 


E 

经 过 Gram，Baeklund，Lehmer， Haselgrove, Ro- 
sser，Yohe，Schoenfeld 与 其 他 人 的 大 量 的 计算 看 出 ， 实 轴 
上 的 前 面 三 百 五 十 万 个 零点 是 在 临界 线 上 的 . 虽然 这 些 计算 
有 助 于 Reimann 假 设 ， 但 计算 也 揭示 这 样 的 很 自然 的 现象 ， 
即 不 符合 Riemann 假 设 的 特例 也 很 可 能 存在 ， 对 5(s) 的 大 量 
计算 过 程 感 兴 趣 的 读者 请 看 参考 文献 L17] 


13.10 对 除数 函数 的 应 用 


之 


素数 定理 有 时 可 用 于 估计 积 性 数论 函数 的 数量 的 阶 . 本 
节 我 们 利用 它 去 推导 出 关于 d(n) 的 不 等 式 ，d(a) 表 示 mn 的 约 
数 的 个 数 . 

在 第 三 章 里 ， 我 们 证 明了 d(n) 的 平均 阶 是 logn， sing 
ERM, d(n)—2, 4oARS ARM, d(n) BRK. 假设 
na 是 所 有 到 x 的 素数 的 乘积 ， 
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即 (28) n=2-3-5e p. ey, 


因为 d(n) 是 积 性 的 ， 所 以 有 
d(n)=d(2)d(3)-:d(p. (i =z", 


W Tx, EMF 7 出 (28) 得 出 
logn= 2 logp= xy, 


— togn 
所 以 2*45) 近 似 于 2 Frilsosa ， 于 是 
2 LOEN cet lokmtor2 _patogt 


GENEN 


oon dug 


式 (28) 时 ，d(n) 近 似 于 2 Veet ee 


losn 


9 loglok 


aii 
根据 这 个 想法 作 下 去 并 稍 加 细心 ， 我 们 可 得 下 面 关 于 


d(1n) 的 不 等 式 . 


fh. “nas 


给 定 eE>0， 风 有 


定理 13 .12 
(a) 存在 一 个 整数 NC(e)， 使 得 n 宇 N(s) 推 出 
d(n)<g t HR Tug renter 
(b) MEAS, RNS 
elon Loy (i-e)l Lora 
d(n)-2 terrora I! 
注 ， 这 两 个 不 等 式 等 价 于 关系 式 
lir msup- logd(n)loglogn — log2 
logn . 


所 以 dCn)=ILi-: (a, +1), 我们 拒 


n= Pi! 


MEB 
乘积 分 为 两 部 分 ， 于 因子 <f(a) 的 为 一 部 分 ， X VT ion 
的 为 另 一 部 分 . 对 长 an) 的 详细 说 明 在 后 面 .于 是 
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d(n)=p,(n)p.,(n), Hp 
pi(m)= H(a,+1), p; (n)= Tl (a; +1), 


ERP Q0), 我 们 利用 不 等 式 (at 1)<2*, #p,(0) 
«zu, 其 中 


k 
s(t.) == >a 


n= TI piti Tips STL) = (nye 
pet p; >i(n) p >f (n) 
于 是 
loga>>s(n)logf(n)， 或 s(a)< 了 T 
这 给 我 们 


(29) p,(n)<2 rr 
Afiitp.(n), Barly 
pi(n n)=expi 2 > log(a, +D} 


并 证 明 ， 如 果 n 充 分 大 ， WWlow(a, -+1)<gloglogn 实际 上 ， 
我 们 有 


于 是 
logn 
lognz:a.log21Xa,x-———À— 
£nz7a;10B2 mais jog? 
因此 ， 
l+a;= y+ on <(logn)?, finn, 
log2 


WAR An Mae, Ween, HE Log (1 +a, )<log(logr )? 
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—2loglogn, XAH 
pi(n) Cexp {2loglogn S 1 


P i <t (n) 
<cxpf2loglognx( f( n))}, 


利用 不 等 式 r(x)< q (CBRGEBAO), f 


x 


(30) p(n) <expf eie) ) 


loglogn 
—oct(n) Togf(n) 
- , 


Kope-— 12 ,结合 (29) 与 (30), 我 们 得 d(a)= pi (n) p, (2) 


log2 
«atn 其 中 
_ logn+cf(n)loglogn 
gn). logi(n) 
| po f(n)loglogn_ 
__ logn logn 
S loglogn logi(n) | 
loglogn 


MERERI), ge Cn ae 9ga o ggg EO oy 
当 n 一 co 时 .为 此 ， 取 


u logn 
{(n) (loglogn)? 
qu. 于 是 
g(n)= logan 1+0(1) 


loglogn 1-001) 


logn . loga 
logloga ©! 100) SO toos 
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! @ rm. 


对 某 个 N(e) 成 立 ， 当 n 宇 N(e) 时 。 这 证 良 (a). 
为 证 明 (b)， 我 们 选取 有 很 多 素 因子 的 整数 n， 实 际 上 ， 
我 们 到 n 为 二 x 的 所 有 素数 之 积 ， 那 么 ， 当 且 仅 当 x-*oo 时 ， 
na 一 cc .根据 素数 定理 ， 对 这 样 的 an， 我 们 有 
Citociy) x 


d(n)= 27 «27 ves 


logn= Ð logp=g(x)=x(14+0(1)), 
pax 


所 以 
_ logn 
x= xo C! +0(1))logn, 
于 是 


logx= loglogn+log(1+0(1)) 


_ log(1 +0(1)) 
=logloga(1 + loglogn ) 


lI 


(1+0(1))loglogn . 


因此 ， x  (1-0(1))logn H 


logx loglogn 
_(1t+0(1))loga 
d(n)=2 ogicgn 
对 这 样 的 n 志 立 ， 但 对 某 个 N(s)， 如 果 n 之 N(e)， 则 有 
1+0(1)>1—e, UEHARA T (b), Li 


iE, SES 024, RIA 


(31) d(n)=0(n*) 
eis > om. DORA WAR ACER. (Bea 
3] 5:13.13, ) 


All 


13.11 对 Euler 函 数 的 应 用 


上 一 节 所 用 的 理由 同样 也 可 用 去 得 到 中 (a) 的 不 等 式 . 34 
njé3 AH, 我 们 有 qp(n) 一 n 一 1, 当 n 有 多 个 素 办 子 时 ,p(n) 
将 更 小 些 . 实 际 上 ， 如 果 a 钙 过 xx 的 所 有 素数 之 积 时 ， 我 们 有 


«ce -;). 


下 面 的 定理 给 出 ， 对 于 大 的 x， 这 个 乘积 的 渐 近 情况 ， 
定理 13,13 ”对 x 二 2， 有 有 使 得 
(82) iu (1-7)- ET “eae t) 
YE: W8uFBBe=e-° .这 里 C 是 Euler 常 数 . (参看 [31]. ) 
证 明 邻 P(x) 表 示 (32) 里 的 乘积 ， 则 logp(x)= 避 < 
log(1 一 地). WEHREN, RNAAR RRR 


—log(1 Ob apps a tian. 
2 3 n 


(ti<p, 
tL, ac cla(1-7)-L, Ba, 8 
1 1 1/1 1 
- oe dos) 
O<ap= og tor + yer tue 
- 1 
2p(p—1) ` 


这 表明 无 穷 级 数 
(33) Za = —log(1 于) 一 地} 
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9L PW ERENYS.. 55 一 如 果 B 表 示 (33) 里 的 


和 ， 则 有 
0<B— 31a, =D S 1 


— 


x n(n—1) 


~ (l __ 1 )= (2) 
z n n—1 0 x/' 


Ee-Be(l) 


于 是 


或 
—logp(x) = Y z lose). 


但 据 定理 4.12， PARERA 1 A c = 
所 以 


x): 


logp(x)=—loglogr —B~—A-+0 (sd logs ). 
因此 ， 


P(x)=expflogp(x) } 
=e B-Ag-le8 tox, o( EXT: ) 


现在 令 c=e-3-* 并 利用 不 等 式 e* =1 二 0(u) 对 0<u<1， 得 
Du E 1 1 
p(x) logx REN logx ) 


= (=>). 


证 明 完 成 . 
定理 13.14 令 c 是 定理 13,13 里 的 常数 并 令 e 汪 0 是 给 定 
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的 ， 则 有 
(a) 存在 一 个 N(s )， id 


g(n)=(1—-e)- aa 对 所 有 的 n 宇 N(e). 
(b) HABE Hn, 98 
en 


p(n)<(1+e)- fogloga ' 


lim inf @(n)loglogn _ 
n 一 co n 


证 明 ”我们 先 证 明 (b), 取 4 Tea p, WA 


SU--nG- P) Teas Ces ) 


fülogng(x)-(1--0(1))x,BrElloglogn-(10(1))logx ` 
于 是 


(2) _ c(1+0(1)) 1 
loglogn + (Ca en ) 


— ¢1+001)) 
 loglogn =G +e) “ogloua 


对 某 个 NCe) 成 立 ， 如 果 n 宇 N(e). 这 证 明了 (b). 
为 证 明 (a)， 任 取 a>1 并 写 


oa) = II (1 —)=Pi(a)p, G), 


Pio 
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出 有 
(34) p,(n)> JT 6- yor)= - xm) e 


JOB (2) REPRE Foeni RRA. 因为 
nz II p> JL P2(logn)tt», 


P>iogn 


我 们 得 到 logn>f(n)loglogn， 记 以 f(n) 二 re . 因为 


1 一 (和)<1， 不等式 (34) 给 我 们 


losn 
1 Toro 
(35) P,(n)> (s [obs ) 


1 
1 logn loglogn 
le n 


Ti Yu conf, (二 ) >e, 所 以 ， 当 n~*co 时 ，(35) 里 
最 后 一 部 分 趋 于 1 . 于 是 (35) 给 我 们 
p.(n)>1-+0(1) 当 n 一 co 时 、 


Ak, 
WD — p (0)p, (a) (1-001) n (G+) 
_ z CED 
aC +01)) B I >) 
=(1+0(1)) lozloen (1+0(1)) 
>=(1—e) lozlogn 
fin2N(c)Mj, UH T (a), LI 


13.12. 特征 和 的 Polya 不 等 式 的 推广 


我 们 以 任 一 非 主 特征 的 P6lya 不 等 式 ( 定理 8.21 ) 的 推 
广 来 结束 这 一 章 ， 我 们 利用 (31) 里 得 到 的 除数 函数 的 估计 式 
d(n)-0(n*) 
来 完成 证 明 . 
定理 13.15 ”如 果 x 是 模 k 的 任 一 非 主 特征 ， 那 么 对 所 有 
89x72, RNA 
= x(m)= 0(^/k logk). 


证 明 如 果 X 是 本 原 的 ， 则 由 定理 8.21 得 出 
xa) «Vk logk. 


现在 讨论 模 K 的 任 一 非 主 特征 X， 令 表示 X 的 前 导 子 , 则 
有 clk，c<k， 并 号 
x(m)=b(m)x (m), 
其 中 X: 是 模 k 的 主 特征 而 耻 是 模 < 的 本 原 特 征 ， 则 有 
及 xz(m= Eo mgm) Ea) 
(m,k)-1 


=> Bis COO) = PLC X pad} 
dim as 


= etd) acd) > $(q). 


于 是 有 
C30) [Ex SD IdMUD | E D 


a< 
d 


«c loge 2 leCd) od) 
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这 因为 让 是 模 c 的 本 原 特征 ， 在 最 后 的 和 式 里 ， 每 一 个 因子 
lpCd)$(d)1 为 0 或 1， WRIA, W InCd)l oni, 
所 以 4 是 k 的 非 平方 因子 ， 即 

d—pip,p.. 
还 有 |Y(d)| 1, ， 所 以 (d,c)= 1 ， 就 是 说 ， 没 有 一 个 素 因 
子 pi 能 整除 <， 于 是 每 一 个 pi 整除 - ， 所 以 4 整除 -<， 痪 


c 
言 之 ， 


Flo) ex a) (C) 


aeon. II, d(L)=o(,/-E ), 于 以 (36) 推 
Bx(m)=0(,/-E Ve lose) =0( VE lose) 


=0( k logk), 口 


第 十 三 章 习 题 


1. Chebyshev 证 明 ， 当 x 一 co 时 ， Ang 900 趋 于 一 个 极 
限 ， 则 此 极限 等 于 1 .在 习题 4.26 里 有 一 个 证 明 的 概 
要 ， 本 题 给 出 另 一 个 证 嚼 的 纲要 ， 它 以 习题 11.1(d) 给 
出 的 等 式 
ESs)》 | (Az) 
(37) yf, xU dx (021) 
为 基础 . 
AES (1 一 S)E (s) ,, wir 
(a) 证 明 ts) 1 Hs—1Hj. 
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4. 


(b) $ò = limsup (IL) zie o iN NC), 
fi x= NIE h Wx)<(8+e)x, 保持 s 为 实数 且 
1<s< 8 ， 将 (37) 里 的 积分 分 为 两 部 分 ，| 二 |， 
估计 每 一 部 分 ， 得 不 等 式 


(s) s(ô+e) 
Ey CeO A, 


其 中 C(s) 是 一 个 不 依赖 于 s 的 常数 ， 利 用 (a) 推出 8 之 1。 
(e) r=limin( YG), AMAGAR <. A 


BE x— coli, 如果 - NOD 趋 于 一 个 极限 ， 则 r=6=1. 
令 A(x)=>。xa(n)， 其 中 
0 masx- ARREK, 

tn pk 
到 如 果 a 一 了 
WEN], ACx)=ax(x)4+ 0(\/x loglogx), 
(a) WRe> 1 FFA xs eer, TENG, x>, d 

1 CHE e x? 

EX Wi 


=a) tia (x) a (xP) ten, 
RETE LTW OS AC 
"A j| logt (s)= ds t Sex 当 x 一 co 时 ， 


素数 定理 的 一 个 证 明 就 是 EFRA FERA ili Landau dE 
1903 年 给 出 的 ， 


4M(x)- Zaun), 对 于 大 的 x, M(x) 的 数量 的 确 声 


(b 


M 
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的 阶 还 不 知道 .在 第 四 章 里 证 明了 ， 素 数 定理 等 价 于 关 
系 式 M(x) = 二 0(x)， 当 x 一 co 时 .本 题 把 M(x) 的 数量 的 
阶 与 Riemann 假 设 联系 起 来 。 
设 有 一 个 正 前 常数 Q， 使 得 

M(x)-0(x?) 对 x 之 1， 
证 明 对 o>> 1 成 立 的 公式 ( 参看 习题 11 .1(¢)) 


1 M(x) 
ts) -| XG x° dx 


对 c>Q 也 成 立 .对 gc>Q AES BEC) se 0. 特 别 ,这 说 明 关 

RRM) =0(x )4 HE e ONL SEAR Riemann 

假设 . 它 也 说 明 Hi Riemann BABE i M(x)= (x° °) 

对 每 一 个 0 成 立 ,， (参看 Titchmarsh[69]，P.315.) 

证 明 下 面 的 引 是 ， 它 类 似 于 引 理 2 . 令 
Ai:(xz)=| AC) du, 


HpACu)e—PkhuS 1 非 负 递增 的 函数 .如 果 我 们 有 
渐 近 式 
A,.(x)eLx 当 x 一 oo 时 
对 荣 个 c 汪 0 与 L 0， 那么 我 们 也 有 
A(x)—cLx° 当 x 一 ce 时. 
证 明 
- NE y ds=0 #0<y<1. 


如 果 y 之 1 ， 这 个 积分 的 值 是 什么 ? 


把 
A CARD 


419 


11. 


RNAS AAC) ARAM, 


令 X 是 模 k 的 任 一 Dirichlet 特 征 ， 而 Xx: 是 主 特征 ， 定 义 


F(o,t) 3-E (e, x) 44 (oit x) 
L L 
4 MG fit x?*), 


如 果 o> 1 ， 证 明 F(c,t) 的 实 部 等 于 
— SAG R(3Xi(a)+4Xx(aar1 ` 


+x? (n) Pi}, 
FEE LRL F(o ,t)<0, 
假设 L(s x )tes- 1E iU PSU mz» 1 的 零点 ， 证 明 。 
um 我 们 有 


(a) + (e tit, x)=- 


- +0(1) Moi, 时 ， 
(b) 存在 一 个 整数 r 之 0， 使 得 
L' “oan 
bs Fait, x = "I 
EFX =x. t 020 PMBRU., 


+0(1) Xc—1,.Hj. 


. 利用 8,9 题 ， 证 明 


ay? EX, WLU +it, x) Ox PUE 的 实数 t. 
MRL So WLO+it xy) SOx Br 有 的 Bt 0. 
[提示 : WisF(c,t), Sorat, 1 

对 任 一 数论 函数 f{n)， 证明 下 列 论 断 等 价 ， 

(a) f(n)  0(n')Xi f— re 05r Anan, 

(b) f(n)-0(n?) 3:4 —7 07-034 n— co], 


12, 令 民 1) 是 一 个 积 性 函数 ， 使 得 P3: Ha DRE 素数 ， 有 
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15. 


{(p") 70 当 ? 一 co 时 . 

即 ， 对 每 一 个 >0， 在 在 一 个 N(z ) ,使 得 , 当 p^ N(e) 
BL, Alf(p")[<e, 由 此 证 明 ， 当 n 一 ce 时 ，fa) 一 0.。 
LER: 存在 一 个 常数 A>0， 使 得 |{(p")1<A 对 所 有 
的 素数 p 与 所 有 的 于 关 0 成 立 ， 并 且 存 在 一 个 常数 日 >0， 
f f$34p"— BB, AliCe™)1<1.] 
Malo, mo.()-2Z,,.d' ,证 明 , 对 每 一 个 6>0， 
我 们 有 

o.(n)=O(n"*?) 当 n 一 ce 时 ， 
[提示 ， 利 用 12 题 .] 
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迄今 ， 本 书 只 讨论 了 乘法 数论 ， 它 研究 关于 整数 的 素 因 | 
子 分 解 的 数论 函数 ， 现 在 我 们 转向 数论 的 另 一 个 分 枝 一 加 法 ` 
数论 ， 其 中 一 个 基本 问题 是 把 一 个 给 定 的 正 整 数 n 表 示 为 一 
个 给 定 的 集合 A 中 整数 的 和 ， 比 如 

A=(a,,a,, =}, 

其 中 元 素 ai 是 一 些 特殊 的 数 ， 如 素数 ， 平 方 数 ， 立 方 数 ， 三 
角形 数 等 等 .把 a 表 示 为 A 中 元 素 之 和 的 每 一 种 表示 法 称 为 
的 一 个 分 拆 . 我 们 的 兴趣 在 于 数论 函数 A(n), 它 计算 在 A 中 
取 加 数 作 n 的 分 拆 的 个 数 . 我 们 用 一 些 著 名 的 例子 来 说 明 . 

Goldbach 猜 想 每 一 个 偶数 n>4 是 两 个 奇 素数 的 和 ， 

在 这 个 例子 里 ，A(n) 是 方程 

(1) n=p,+p 2 
的 解 的 个 数 . HoBp 是 奇 素数 .Goldbach 判 断 是 ， 对 每 一 
个 偶数 na> 4 ，A(a)2 1 . 这 个 猜想 于 1742 年 提出 ， 至 今 仍 ， 
未 解决 .1973 年 ， 苏 联 数学 家 Vinogradov 证 明 ， 每 一 个 充 
分 大 的 奇数 是 三 个 奇 素数 之 和 .1966 年 ， 中 国 数学 家 陈景润 
证 明 ， 每 一 个 充分 大 的 偶数 是 一 个 奇 素数 一 个 奇 因 子 不 超过 
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两 个 的 数 之 和 ，( 参考 文献 [10], ) 
VHRR ”对 一 个 给 定 的 整数 k 宇 2， 考虑 分 拆 函 数 
I:(n)， 这 个 函数 是 计算 方程 

(2) n=x1+xi+- +x? 

的 解 的 个 数 ， 其 中 x; 可 以 是 正 的 、 负 的 或 是 0 ， 加 数 的 顺序 
也 考虑 在 内 . 

对 于 k= 2 ，4，6，8，Jacobif34] 用 除 获 函数 来 表 

示 rx(a)， 例 如 ， 他 证 明 

r,(n)=4{d,(n)—d for 
其 中 d,(n) 与 4d;(1) 分 别 是 与 1 ,3 同 余 mod4 nij eg is 
W n nos EAN S NMA Ho Bs 
都 同 余 于 1 .实际 上 ， 由 

5=27+17=(—2)? +17 =(2)?+(-1)? 

-2!4(—1» 
给 出 4 种 表示 法 且 交 换 加 数 的 顺序 还 有 4 种 表示 法 . 

对 于 k= 二 4，Jacobi 证 明 
r.(n)= 22 d=8o(n) Ho A C 
-24 21d Hoy wR, 
d 为 奇数 

:Tie(n) 与 Ts(n) 的 公式 更 复杂 些 但 是 同样 普 通 类 型 . (参看 
[14]. ) 

XPTk-—3, ，5， 了 也 有 准确 公式 ， 它 们 AS Alike 
余 的 Legendre 符 号 的 推广 一 Jacobi 符 号 ， 例 如 ， 当 n 是 奇 素 
数 时 ， 知 道 

r,(n)=24 > (=) #n =1(mod4) 
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=s X (=) #n=3( mods), 
《2 ) 里 的 数 xi ,x, ,xs 在 这 里 是 互 素 的 . 

对 于 大 的 值 E， 分 拆 r:(n) 更 复杂 得 多 。 有 一 个 关 于 这 
个 问题 的 巨大 的 文献 是 由 Mordell, Hardy, Littlewood, 
Ramanuijian 以 及 其 他 很 多 人 作出 的 贡献 。 对 于 k 宇 5， 知道 
rn ) 能 由 形 如 

(3) ri(n)=pr(n)+R(n) 

的 浙 近 公式 表示 ， YP (1 由 无 穷 级 数 


aoaiina (Shady oe 
por "e 

给 定 ， 而 Ri.(n) 是 较 小 的 阶 的 阶 的 余 项 ，pi(n) 称 为 奇 RE 

数 而 G(h,q) 是 二 次 Gauss 和 ， 


G(ha)- Ye s 
1917 年 ，Mordell 注 意 到 rx(n) 是 级 数 
g=1+2 Xx 
NUTR PIR AR BR Ho SW IE 函数 
有 关 ， 它 在 ( 3 ) 式 的 推导 过 程 中 起 着 重要 作用 . 
Waring 问 题 ”对 一 个 给 定 的 正 整数 ,确定 是 否 有 一 个 
Eis, (REFL, ) 使 得 方程 
(4) n=xt- xb -- + xk 
对 每 一 个 a 14. 
这 个 问题 的 名 字 是 英国 数学 家 了 .Waring， 他 在 1770 年 
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推断 (没有 证 明 而 有 有 限 个 数 的 证 据 ) ， 每 一 个 n 是 4 个 平 
方 数 的 和 ，9 个 立方 数 的 和 ，19 个 4 ORI AIRE Zc 
个 例子 里 ， 分 拆 函 数 A(n) 是 ( 4 ) 的 解 的 个 数 ， 并且 这 个 问 
. 题 是 确定 是 否 存 在 一 个 s， 使 得 对 所 有 的 9， A(n)> 1. 

对 一 个 整数 K， 如 果 s 存 在 ， 那 么 有 一 个 s 的 最 小 值 ， 把 
它 记 为 E(k)，Lagrange 在 1770 年 证 明了 g(2) 的 存在 性 ， 在 
其 后 的 139 年 里 ， 对 kk 一 3，4，5，6，?7，8 与 10， 知 道 
了 g(k) 的 存在 性 ，1909 年 Hilbert 对 k 用 归纳 法 , 证 明了 g(k) 
的 存在 性 ,但 对 任何 一 个 k， 没 有 确定 g(k) 的 数字 .现在 ， 
BRT k= 4 以 外 ， 对 每 一 个 kE，g(k) 的 确切 的 值 是 知道 的 . 
Hardy 与 Littlewood 给 出 (4) 的 解数 的 渐 近 公式 ， 这 个 公 
式 用 类 似 二 (3 ) 里 的 奇异 级 数 来 表示 . KF Waring 问题 的 
Drs SUE W.I.Elisont18]. 

自由 分 拆 ”在 加 法 数论 里 ， 最 基本 的 问题 之 一 是 自由 分 
Je. 在 这 里 ， 若 数 的 集合 由 所 有 的 正 整 数组 成， 而 所 研究 的 
分 拆 函 数 是 na 能 写 为 乏 n 的 正 整数 之 和 的 方 法 数 ， 即 

(5) n=ai,Tai,+-* 

药 解 的 全数 ， 这 里 因数 的 个 数 是 则 册 的 ， 允 许 相同 而 加 数 的 
希 序 不 计 ， 对 应 的 分 拆 函 数 用 p(a) 表 示 并 称 为 自由 分 拆 函 
数 ， 或 简称 为 分 拆 函 数 .， 烛 丈 称 为 部 分 ， 例 如 ，4 的 分 拆 恰 
有 5 个 ， 
4=34+1=242=24141=141+141, 
,新 以 p(4)== 5. 类 似 地 ，p(5)=7 ，5 的 分 拆 是 
5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1=2+1+1+41 
=1+1+1+141, 
本 章 余下 部 分 专门 研究 p(a) 与 有 关 函 数 。 
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14.2 分 拆 的 几何 表示 


分 拆 有 一 个 简单 的 几何 玫 示 的 方法 ， 它 利用 称 为 网 络 的 
格 点 表示 出 来 ,例如 15 的 一 个 分 拆 为 
6 十 3 十 3 十 2 十 1， 
它 能 由 15 个 格 点 排 成 5 行 表示 如 下 ， 


* => © © s oè 


如 果 我 们 垂直 地 读 这 个 网 络 ， 我 们 得 到 15 的 另 一 个 分 拆 
5 十 4 十 3 十 1 十 1 十 1， 

BG PIE EER ON ESE A. 注意 ， 这 两 个 分 拆 中 的 任 一 
个 的 最 大 部 分 等 于 男 一 个 分 拆 的 部 分 的 个 数 。 我们 有 下 面 的 
EH, 

定理 14.1 aa 分 为 mm 个 部 分 的 分 拆 的 个 数 等 于 n 的 最 大 部 
分 为 m 的 分 拆 的 个 数 . 

几 个 定理 能 用 简单 的 包含 网 络 的 组 合理 由 给 予 证 明 ， 我 
们 将 回 到 这 个 方法 的 上 面 的 美妙 图 解 。 此外， 分 拆 理 论 里 最 
深奥 的 结果 需要 更 多 的 解析 理论 ， 现 在 我 们 转向 它 . 


14.3 分 拆 的 生成 函数 


由 Dirichlet 级 数 F(sS)= Yf(n)n- 定义 的 函数 F(s) 称 
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为 系数 {(n) 的 生成 函数 . 在 乘法 数论 里 ，Dirichlet 级 数 是 
常用 的 生成 函数 ， 因 为 0-'m- =nom), 在 加 法 数论 里 ， 
AFAR CF (x)= Y EGO x RARER 更 方 便 ， 因 为 
x'x"-x'*". 下 面 的 定理 给 出 分 拆 函 数 p(a) 的 一 个 生 成 Fñ 
数 . 

定理 14.2 Euler, 对 1x| 二 1， 我 们 有 


Ui Ero». 
其 中 p(0)=1, 
HEF ”我 们 先 给 出 产生 这 个 等 式 的 公式 ， 而 不 管 它 的 收 
SUE, SURZPIBIB SO ATE, 
UNE FRA B4 — AP PS PET — E BOIL 2⁄2 
数 ) ， 我 们 得 
“ 1 
a=: 1—X 


二 一 (1 十 xX 十 X? 十 ,…)(1 十 XxX? 十 x4 十 …) 

(14- x! o x? 4 --.)..., 
右边 这 些 级 数 相 乘 时 ， 把 它们 看 作 多 项 式 ， 并 把 x 的 Hb 次 方 
麦 集中 在 一 起 ， 得 到 如 下 的 一 个 震级 数 

1+ ai)x, 

Se THEE Hak) = p(k) .假如 我 们 从 第 一 个 级 数 中 取 项 xs ， 
第 二 个 级 数 中 取 项 x**:， 第 三 个 级 数 中 取 项 x?*:，.…， 第 m 
PREPRI” =, HEP SO, WHERE 


xFix?kaxska.y™ha=m yk 
所 以 
k=k,+2k,+3k,+mka, 
这 也 能 写 为 下 面 的 式 子 ， 
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k=(1+1 +e +1)4+¢ (2424-42) +e +(m+m 
+ +m), 

其 中 第 -一 个 括号 里 含有 k, 个 1 ， 第 二 个 括号 里 含有 上 ,个 2， 
等 等 ， 这 正好 是 将 k 分 为 正 整 数 之 和 的 一 个 分 拆 ， 即 《的 每 
一 个 分 拆 产 生 这 样 一 项 x* ， 反 之， 每 一 项 x* 来 自 k 的 一 个 相 
应 的 分 拆 . Ex WR Beak AEP AAS TB p(k) . 

上 述 理 由 不 是 一 个 严格 的 证 明 ， 因 为 我 们 没有 考虑 收敛 
性 ,而 把 元 限 多 个 几何 级 数 看 作 多 项 式 乘 在 一 起 . 但 是 ， 把 
上 面 的 想法 改变 为 一 个 严格 的 证 明 是 不 难 的 ， 

为 此 目的 ， 我 们 限制 x 在 区 间 0<x<1 内 ， 并 引入 两 个 
PR X 


= T 1 
Fa(x)= II — , 

-5 l ji í 
F(x)= X —— = limF,(22. 


se MAY FEAR (x) 7E0<x< 10928 ot W oe, 因为 它 的 倒数 
IL(1— x* ) xF C RBCS x eh). 还 要 注意 ， 
对 每 一 个 固定 的 xz， 序列 {Fs(x)} 是 递增 的 ， 因 为 

Fi =t F,.(xz)>F,(x), 


]—x?*! 
BRP (x) &F(x)Sposxcinijf—^A- E sg M x58 4 mu 
X, FE, FRQORUR PRAESUL OE BS R3 60 RA, B m. 
Fan(x) 也 是 绝对 收敛 的 级 数 ， 我 们 能 写 


Fa(x)=1+ 2p. (k)x*, 


其 中 pa(k ) 是 方程 
k=k,+2k,++-+mk, 
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的 解 的 个 数 . BAZ, pol kA AT BU mp RAH 
拆 的 个 数 . 如 果 m>k， 则 有 pun(k)=p(k). 因 此 , R 们 总 
是 有 

p.(k)<p(k), 
4m>Kn, RES, RAS. RING 

limpa(k)= p(k) 


现在 ， 我 们 把 Fa(x) 的 级 数 分 为 两 部 分 ， 
Fa(x)= Y pe(k)x*+ 3 p.(k)x* 


i DEO +>, pa(k)x", 
因为 x 之 0， 我 们 有 
Sy p(k)xt «F.() <F(x), 


这 说 级 数 ST p(k) x" (rak. 此外， 因为 pa(k)<p(k)， 所 以 
有 
Spelk)x < 2 p(ke)et<F (x), 
K, HEARE, RUS lp (k)x'#mB Sak. > 
mco, 8 
F(x)=limF,,(x)=lim Dy polk)x! 
=X limp. (k)x*=3) p(k)", 
这 证 明了 Euler 等 式 对 0 和 x< 1 成 立根 据 解析 开拓 ,我们 能 
把 它 扩 大 到 单位 圆 |x| 达 1 内 ， 口 
根据 类 似 的 理由 ， 我 们 能 容易 地 得 到 很 多 其 它 的 分 拆 的 : 
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表 14.1 生成 函数 


生成 函数 n 分 为 部 分 的 分 拆 数 是 
1 
LN a 
oo 1 . 
m=1 1—x?7 偶数 
I — — T 
mel 1— xm? 平方 数 
TL 
p 1—x? 素数 
N +x") 不 等 的 数 
HO +x?) 奇数 并 是 不 相等 的 数 
M Ovx) (BS Can 
p (14 xm) 不 同 的 平方 数 
WO es") 不 同 的 素数 


— 


生成 函数 .我 们 在 表 14 .1 里 提 到 的 只 是 少数 几 个 例子 . 

14,4 Euler E XP EUR E 

下 面 我 们 讨论 生成 函数 为 乘积 II(1 一 x") 的 分 拆 函数 ，. 
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开 (1 一 x") 是 p(n) 的 生成 函数 的 个 数 ， 写 为 
UG ~x")=14 an)x". 
HT a(n) WR, ROMER, AR 相等 部 
分 的 每 一 个 分 拆 在 等 式 右边 都 产生 一 个 系数 为 十 1 或 一 1 的 项 
关 ， 若 x" 是 偶数 个 项 的 柔 积 ， 则 系数 是 十 1， 若 x" 是 奇数 个 
项 的 乘积 ， 则 系数 为 一 1. 因此 
a(a) 一 Po(a) 一 pe(a)， 
其 中 p。(n) 是 把 a 分 为 偶数 个 不 相等 部 分 的 分 拆 的 个 数 ,p。(n) 
是 把 n 分 为 奇数 个 不 相等 部 分 的 分 拆 前 个 数 。 Euler 证 明 , 除 
开 = 属 于 一 个 称 为 五 边 形 数 的 特殊 集合 之 外 ， 对 所 有 其 它 的 
n, 都 有 Pe(n)=p。(n)， 
五 边 形 数 ] ，5，12，22，… 在 本 书 开始 的 历史 介绍 中 被 
提 到 过 ， 它 们 与 五 边 形 的 联系 如 图 14.1 


Li 14425 14447212 15457410222 
(图 14,1) 
这 些 数 也 是 下 面 的 算术 级 数 的 部 分 和 ， 


1, 4, 7, 10, 18, =, 304i, += 
如 果 @(n) 表 示 这 个 级 数 的 前 a 项 之 和 ， 则 
e(n)= X (3k+1)= -aa 一 +a . 


3n?—n 
2 
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数 o(n) 与 o(-0)--C*7*9) 称 为 五 边 形 数 ， 
定理 14.3 ”Euler 五 边 形 数 定理 . wR< WE 


TIT(1 一 x=)=1 一 x 一 xz 十 xs 二 XI 一 X12 一 X15 二 oo 
m=} 


=14 (Haye ge} 


= Dye, 
证 明 “我们 先 证 明 结果 对 0<x<<1 成 立 并 根 据 解析 开拓 : 
把 它 扩大 到 圆 1x1<<1， 规 定 P。 一 S。=1， 并 对 nan>1， 令 
P.= IL(17x), 


Su 二 1 十 > (—1)'(x°(r) xC, 
出 于 无 穷 乘 积 II(1 一 x") 收 你 ,所 以 ， 当 xco 时 ，P。~>: 
ECG x"), 我们 证 明 ( 利用 Shank 方 法 [63] ) 
(6) 19，。 一 了 .| &nx'*!, 
因为 当 a 一 co 时 ，nx" 一 0 ， 这 证 明 Euler 等 式 对 0<x<1 
为 证 明 ( 6 )， 我 们 令 g(r)= TEED 并 引 入 和 式 


F.- 3-1 D. xi2t5(6r) 


首先 ， 我 们 指出 ，FE。 是 S。 的 变形. AB WIE, F,=S,=1. 
一 x 一 Xx*， 因 此 ， 若 能 证 明 
F, —F,-,=S,—S,-, 或 F,—5,—F,.,—5,.,, 
这 就 证 级 ,= 二 5, 对 所 有 nn 之 1， 由 于 
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a I» 
FE,—F,-,= MY —1Y Ha grate(r) 
=Q P 


-BOD oo 
在 前 一 个 和 式 里 ， 我 们 写 P。 一 (1 _ xP, ORA Piin nik 
-一 项 ， 我 们 把 差 1 一 x? 分 类， 得 
Ps 一下。 = (—1)*x a teen) 
ages 


n-1 
— M(-1)- pruinas (r) 
red 


eadera 
现在 把 第 一 与 第 三 个 和 式 放 在 一 起 ， 并 注意 消 掉 r=0 那 - 
-项 ， 在 第 二 个 和 式 里 ， 我 们 作 指标 备 换 ， 得 
kaku na) 


-XC ryt -1 gt (an 1)+8(r)(y' —1) 


-XxC 1)'7 1 _ Pa- 1 xra+8(r-1) 
P,- 1 


pte) cl Br(n 1)+¢(r)=rn+e(r—-1), 所 


rut 


DARI AS A BRIE SS SAB He nx. FE 
各 项 均 可 消去 ， 故 得 
F,—F,- EIC $802. E (1)? 5eg(n- 2 


但 是 


n?-+g(n)=n?+ AOD) 一 —n), 
n*-r g(n—1)— (n), 
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所 以 
F,—Fa-,=(—1)*{x°@ 4 x? (€?) 8, —S,.-,,. 
TE, Hrani, F.eS5., ENF. KARE 的 第 一 项 
是 Pa, 所 以 ， 
(7) F.=P.+ DD)" pee), 


Em. CEAL, ORC WHF HAE, 
所 以 ( T ) 式 右边 的 和 不 超过 nxa+ 1， 因 此 | Fs 一 Ps | «nx? * 1 X 因 Fa 一 Sa . 
这 证 明了 ( 6 ) 并 完成 了 Euler 等 式 的 证 明 ， O 


14,5 Euler 1: XJ 3 je S8 组 合 证 明 


Euler 在 1750 年 用 归纳 法 证 明了 他 的 五 边 形 数 定理 . 其 
后 ，Legendre 在 1830 年 ，Jacobi 在 1846 年 分 别 得 到 证 明 , 本 
节 氢 述 叙述 下 .Franklin[22] 在 1881 年 给 出 的 一 个 著 名 的 组 
合 证 明 . 
我 们 知道 
IL =x")=14 ÈP n) P.a)", 


HRP. Eri ARTA MS BA TR, P。(n》 
是 a 分 为 奇数 个 不 相等 部 分 的 分 拆 的 个 数 . Franklin 利 用 分 
插 的 格 点 图 象 表示 去 证 明 ， 把 na 分 为 偶数 个 不 相等 部 分 与 分 
为 奇数 个 不 相等 部 分 的 分 拆 之 间 有 一 一 对 应 关系 , 所 以 
P.(n)==P 了 ,《n)， 除 开 n 是 一 个 五 边 形 数 之 外 . 
考虑 把 na 分 为 不 相等 部 分 的 任 一 分 拆 的 图 象 ， 如果 这 些 : 
部 分 是 依次 递减 排列 的 话 ， 如 同 以 图 14 .2 为 例 表 明 的 那样 ， 
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我 们 就 说 这 个 图 形 是 一 个 标准 形式 .连结 最 后 一 行 各 点 的 最 
.... iB 38 + EPA, 
ll UA BREES 并 把 底线 上 格 点 的 个 数 记 为 b， 


。 于 是 b>1. 在 图 形 里 ， 连 结 第 一 

Ragua 行 与 其 它 各 行 的 最 后 的 点 的 最 长 
Basti mp RR, NR E 

(814.2) 格 点 的 个 数 记 为 S, 于 是 S1, 


XERd14,28, b—2, s—4, 

现在 我 们 在 图 上 规定 两 种 运算 A 与 B. 运算 A 就 是 移动 
底线 上 各 点 使 它 与 斜 线 平 行 ， 如 图 14.3(a) 所 示 .运算 BRE 
移动 斜 线 上 的 点 使 它 与 底线 平行 ， 如 图 14.3(b) 所 示 . 我 们 
说 一 个 运算 是 可 人 允许 的 ， 如 果 它 能 保持 图 形 的 标准 形式 ， 
邮 ， 如 果 新 图 形 的 不 相等 部 分 仍然 排 为 递减 顺序 . 


GNE (b) 运 算 
(图 14, 3) 

-如果 入 是 可 允许 的 ， 我 们 就 得 到 把 n 分 为 不 相等 部 分 的 一 个 
新 的 分 拆 ， 但 部 分 的 个 数 比 原来 减少 1 个 . 如 果 B 是 可 允许 
的 ， 我 们 也 得 到 n 分 为 不 相等 的 部 分 的 一 个 新 的 分 拆 ， 但 部 
分 的 个 数 比 原来 大 1 . 因此， 对 1 的 任 一 分 拆 ， 如果 A 或 B 
确 有 一 个 是 可 允许 的 ， 那 么 0 分 为 奇数 个 与 偶数 个 不 相 
等 部 分 之 间 有 一 个 一 一 对 应 关系 , 所 以 , Xp xx PE n, A 
P.(n)=P.(n). 


436 < 


为 确定 A 或 B 淮 是 可 允许 的 , 我 们 讨论 三 种 情形 ( 1 》 
b<s: (2) b=s; (3) b>s. 

情形 ( 1), #b<s, W|b<s—1, MUAR 可 允许 但 B- 
是 不 允许 的 ， 因 为 了 破坏 了 标准 形式 (图 14.3 ) . 

情形 (2 ) #b=s, M BER bir, BIN 它 在 新 图 上 
的 结果 不 是 标准 形式 ,运算 A 是 可 允许 的 ， 但 要 除开 底线 与 
斜 线 相交 这 个 例外 ， 因 为 这 时 新 图 不 是 标准 形式 ，《〈 图 14 .4 
(a).) 

情形 ( 3 ) 若 b>s， 则 人 是 不 允许 的 而 B 是 可 允许 的 , 除 
开 D== s+1 且 底线 与 斜 线 相 交 这 个 例外 ， 这 时 新 图 包 含有 两. 
个 相等 部 分 ，( 图 14.4《(b).) 


(ar b= s. (b) b=sr] 
(图 14.4) A 与 8 都 不 是 可 允许 的 
Ub, Asp B 一 定 有 一 个 是 可 允许 的 ， 除 开 上 面 指出 的 两 个 - 
例外 ,考虑 图 14.4(a) 里 指出 的 第 一 个 例外 情形 ， 假 定 图 里 
AKG, Wb=k, d 
nk (c) be ko) = SESE = o(k) 


给 定 n， 对 于 no 的 这 个 分 拆 ， 如 果 k 是 偶数 ,我 们 就 有 n 分 为 
侦 数 个 部 分 的 一 个 特殊 分 拆 ， 如 果 k 是 奇数 ,我 们 就 有 rn 分 为 : 
次数 个 部 分 的 一 个 特殊 分 拆 ， 所 以 
P.(1)—P.(2)-(—1)*. 
E14 ACD) HLTRIB E 23 — 4 PEE TRUE E, 813 增 加 一 个 
格 点 ， 所 以 
437 


n= kk k= sk +k —e( —k), 
“WRAP.(o)=P.(n)=(-1)', Franklin HZR O 


14,6 P(n) 的 Euler 递 推 公式 


定理 14.4 令 P(0)==1 并 规定 当 n 过 0 时 ，P(n) 为 6. W 
-对 n 宇 1， 我 们 有 
(8) P(n)—P(n—1)—P(n—2)+P(n—§) 
+ P(n—T)--*** = Ü 


P(n) = 3 C- 7! [P(n—e(k)) 


+P(n—o( —k)}, 
证 明 e425 EH 4 35 ih eR 
(: + EC {x +x} )( S1P(m)x*) 
=1, 
如 果 n 之 1， 则 右 端 "的 系数 为 0 ,根据 系数 相等 ， 我 们 立 肛 
Mac Mahon 利 用 这 个 递 推 公式 计 算出 直到 n=20090 淋 
POJKE. 下面 是 出 他 的 表 中 取出 的 一 些 有 代表 性 的 数值 , 
P(1)=1 
P(5)=7 
P(10)—42 
P(15)=176 
P(20)= 627 
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P(25)=1,958 

P(30)=5,604 

P(40)=37,338 

P(50)=204,226 

P(100)—160,569,292 

P(200)=3,972,999, 029,338 
这 些 数值 说 明 ，P(n) 随 着 nn 迅速 地 增加 .已 算出 的 P(n) 的 最 
大 值 是 P(14031)， 它 是 一 个 有 127 位 数字 的 3C. D.H, Le~ 
hmerf42] 算 出 这 个 数 才 证 实 Ramanujan FE W P(14031)= 0 
(mod11*), ， 这 个 推测 是 正确 前 ， 显 然 ， 不 能 用 ( S ) 里 的 
冰 推 公式 去 计算 PCn) 的 这 个 值 ， 作 为 一 个 苦 代 的 方法 ， 
Lehmer 利 用 Rademacher[54] 的 一 个 渐 近 公式 去 计 BE, 
这 个 公式 是 


P(n) ~ 当 ns oof}, 


ety 

in 3 
Mp k= a [22 a=, RPAN 8 8 MF ax 
107, “ARN HORT MacMahon erp ñ ii RP (200) 的 准确 
的 值 

在 本 书 的 续集 中 我 们 给 出 P(a ) 的 Rademacher 渐 近 公式 
的 来 由 、 这 个 证 明 需 要 相当 多 的 本 图 模 画 数 的 耶 备 知识 、 下 
一 节 给 出 PCn) 的 一 个 粗略 的 上 界 ， 它 包含 指数 ein 而 得 到 
它 并 非 难 事 . 


14.7 P(n)i E 


定理 14.5 $n noi, Ud P(n)< er, Hpk= 
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F(x)= Da-ti P(k)x*, 


并 限制 x 在 区 间 0 过 x 过 1 里 ， 于 是 ,我 们 有 P(n)x*<F(x). 
由 此 得 logP(n) 十 nlogx<logF(x),， 或 


(9 ) logP(n)<logF(x)+nlog+, 
我 们 分 别 估计 logF(x) 与 nlog( L-), ， 首 先 我 们 写 


logF(x)= — log II (1—x*) —— > log(1—x") 


ey) 
> =, m A m Ax ) 
oes 
=È m 1—x" 
因为 我 们 有 
xt x， 
1—x 
并 因为 0<x<1， 所 以 我 们 能 写 
mx" tot x <m, 
1—x 
于 是 
m(1—x) < Lox <m(1—x) ; 
x x m 
ABE Um, 1 
1 x” PEN X col. x 
m^ 1—x ^m 1—x" m? 1—x ° 
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对 器 求 和 ， 我 们 得 


其 中 


注意 ， 当 x 由 0 变 到 1 时 ，t 由 =o 变 到 0 . 
下 面 我 们 估计 alog( +) 对 于 t>0， 我 们 有 Ilog(1 +t) 
<t, 但 
— 1—x 1 ` 1 
1+t=1+———=—, Brtllog—<t. 
x x x 


于 是 有 ， 
(10) SPC) SIRE) talos SG 
nt 或 t= 
er 一 产 一 时 .对 t 的 这 个 值 ， 我 们 有 
logP(n)<2nt = “= = kn ， 
所 以 P(n)<e"*Y* ， 与 结论 相符 . O 
$: I H van VintaR 4) TEE BAERS PEAS 
(11) Pla) «6 ay 对 n>>1. 
iA, Mk>nkf, P(k)zP(n), 对 n>>1, RNA 
F(x)> Xi P(k)x'2P(n) Da = FG, 
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取 对 数 ， 我 们 得 到 ( 9 ) 的 一 个 替换 不 等 式 
logP(n)<logF(x) +nlog——+log(1 — x). 


因为 1 一 x 一 tx， 我 们 有 log(1 一 xz)=logt 一 log( 二) , TR 
(10) AER 


(12) logP(n) < = +(n—1)t+logt 


所 代替 ， 容 易 计 算 与 推导 出 函数 
£(t) = 2+ (a-1)t+ lost 


在 


一 + 由 二 [4 一) A | 
2(n—1) 
时 有 最 小 值 . 在 (12) 里 利用 t 的 这 个 值 并 去 掉 不 关 紧 去 的 项 
即 得 (11). 


14.8 jacobi 三 重 积 等 式 


本 节 讨 论 来 自 theta 函 数理 论 的 著名 的 Jacobi Esk, 
Euler 五 边 形 数 定理 与 其 它 许 多 分 拆 等 式 都 可 视 为 Jacobi 等 
式 的 特殊 形式 . 

定 现 14.8 JjJacobi 三 重 积 等 式 ， 对 复数 x 与 z, |x| <1, 
2550, RUA 


(18) LE Cx) px'*7tz*)( e tci?) 


= >; x™ zen 


m= — co 


442, 


or 


AT 


证 明 ”限制 ix| <1 BRE RERIG- x7"), TEC i+ 
xi" iz), JO +x 12 7)BLUR Q3) H 85 32 AB 28 XF We 
Se. bk. MERE aE x, [x] <1, 3 % E xx Bo 3 
Ed 不合 z= = OM} z 平面 的 紧 BTR BUY, 所 以 (13) 的 每 

一 部 分 是 对 z<s 0 的 z 的 解析 函数 .对 于 固定 的 20， 这 些 级 
数 与 乘积 对 1x| 和 r<1 也 是 一 致 收敛 的 ， 于 是 表明 它们 在 网 
[x i AE XEN) EDT eH R, 

为 证 明 (13)， 我 们 保持 x 固 定 . 对 于 zs0， 我 们 用 等 式 

(14) F(z) " Cex? 97422) x^ 874277) 
定义 F(z). 首先 我 ;i; 指 出 满足 函数 方程 

(15) xz2F(xz)=F0z). 

由 (14)， 得 
F(xz)=H (1+x*"*!z 2 )(1 十 和 2 一 3 z^) 
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— II G +x”) I (1+x’ ‘-12-2) 

因为 xz? 一 (1 十 xz?)(1 十 x"'2"!1)， 上 面 的 方程 乘 以 xz*， 就 
得 到 (15). 

现在 令 G(z) 表 示 (13) 左 边 部 分 ， 所 以 

(16) G() e EG) H (1 — x°), 
于 是 G(z) 也 满足 函数 方程 (15). 而 且 ，G(z ) 还 是 z 的 一 个 候 
函数 ， 它 对 于 所 有 的 z 志 0 是 解析 的 . 所 以 ， 它 有 一 个 Laur 一 
ent 展 式 . 

(17) G2) - X az”, 
其 中 a_。=aa， 这 因为 G(z)=G(z-!)，( 系 数 ao 依 赖 于 x，) 
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TECIT BA A PBs HEUS), RIE IC EGRE XE 
an x^"! 
多 次 应 用 此 式 ， 得 
awa x" Am So 
BAI + 3+ +(2m—-1)=m?, EAX m<0 tye, 于 是 
《17) 变 为 
(18) GG) ma G0 X2 x" z" 


其 中 ， 我 们 把 G(z ) 写 为 Gx(z)， 把 ao 写 为 ao(x) 以 表示 它们 
对 x 的 依赖 于 ， 注 意 ， 当 x 一 0 时 ，(18) 式 推出 ao(x) 一 1. 为 
了 完成 证 明 ， 我 们 必须 证 ao(x)= 1 对 所 有 的 x. 

在 (18) 星 取 z 一 。 NE: 


Am-1 , 


G,(e 4 1 ) = < m*:m.. E —1 nx (tay? 
(19) a (x) PE ! Pu )"x , 


Boy, Wm ee, Mi=, HUA, (19) Aa 


(i) 
的 级 数 是 às em 所 以 有 


下 面 我 们 证 明 G(T )=G.4(i). 实际 上 ，(14) 与 (16) 给 
出 

Gi (e?) TE (17x) (ext), 
因为 每 一 个 偶数 形 如 4n 或 49 一 2， 所 以 有 

a-es D -xUx 
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I UF 


Gae = La) 


-üa 1—x'*)(1-x'*-*) 


sy 


= Wx) xa 
=G, Ci) 
ROB(20)fHBa GO is (X), TEES, xU, cH RAE, 


as 
a (x)9 a (x* ) 对 k=1, 2, += 


fA, Miki, x''—0, 4x 0K, av(x)—1. 


IDEI, a mi, EMER, 
14.9 Jacobi 等 式 的 推论 


在 Jacobi 等 式 里 ， 用 x* 代 赫 x， 用 xx 代替 2?， 
II (1—x***)(14x?^*7***)(1-x?^*7* 


=% 


类 似 地 ， 当 z? = 一 x* 时 ， 我 们 得 


n (1—x?^*)(1—x?^*-***)(1— x? *7?- 


-N (eae 


maa 


所 以 ， 


LI 


我 们 得 


-5 


+) 


—————— 


— Í gm 
= y BH. 
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Jacobi 等 式 导出 另 一 个 Euler 乘积 立方 的 重 归公 式 . 
定理 14.7 如果 |x(<1， 则 有 
《m2+m) 


(21) IT (12x92 3 (一 Drmx 73 


(mi+m} 
2 


= Y (—D"(2m+1)2x 
证 明 在 Jacobi 等 式 里 用 一 xz 代替 2 dd 
TW (=x) xn) oat tat) 
= Dye Gre), 
现在 ， 我 们 利用 关系 式 
Bax tet) a(1-2 TT (1 xt 278) 


与 
Z8 一 ZI 一 (1 一 2-1 (1 十 271 十 Z72 十 十 Z a) 
重 排 前 式 两 边 的 项 ， 并 消去 因子 1 一 z"'， 得 


I (17x?) x*z)(1 x27) 

n-1 
= 
mag 


取 z 一 1 并 用 x "tx, BA B1). g 
14.10 ARMA o AAA 


定理 14.4 给 出 P(n) 的 一 个 递 推 公式 ， 数论 函数 的 递 TE 
公式 有 其 它 的 类 型 ， 它 能 由 生成 消 数 的 对 数 微分 得 到 ， 下 面 
我 们 叙述 这 个 方法 . 
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令 A 是 一 个 给 定 的 正 整 数 的 集合 ， 并 令 fn) 是 一 个 给 定 
的 数论 函数 BOR AA 
FG)- Host 


与 级 数 
Ge(z)= > f(n) x? 


n 
BY [x] 12808 bc 9c, FF EA EN S RT ERU .乘积 的 对 数 
出 


logF,(x)=— Xj 9 log(1- x") 


mn 


A n 
f(n) & x 
= Ñ 
2 m 


n 
Ga(x") 
OE. 求 导数 并 乘 以 x， 得 


x -X GA) = > PEL 


m=1 


=) Puia, 


其 中 XA 是 集合 A 的 特征 函数 ， 
Xa(n) -{ eA, 
0 #n€A. 


把 mn 一 k 的 项 集中 起 来 ， 得 
D Palaia) =) f (k)x*, 


mei 


其 中 
PCOO= D aOd DE) , 


d| k 
dEA 
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因此 我 们 有 下 面 的 等 式 
(22) xF¿(x)=F,(x) X fa (lx, 
把 乘积 FA(x) 写 为 宕 级 数 
Fa(x)= M P. (n)x*, 其 中 Ps, (0)=1, 


在 (22) 里 x "的 系数 相等 ， 得 到 下 面 定理 中 而 公式 (24). 
定理 14.8 对 一 个 给 定 的 集合 A 与 一 个 给 定 的 数论 函数 
f， 由 方程 


—f (n) 
(28) H CT) ° c E DIP, iO) 


确定 的 数 P。:(a 满足 递 推 公式 
(24) nP,..,(n) = $ COP, (nk), 


HHP, .(0)=1, B 
Falk = 2 FCA), 


gli 令 A 是 全 体 正 整数 的 集合 ， 如 果 f(n)=n， 则 
PA,:(a) 王 P(na) 是 自由 分 拆 函 数 ， 并 且 Ck) — olk) 是 kk 的 
约 数 之 和 . 等 式 (24) 变 为 

nP(n)= Y X o(k)P(n- k), 


这 是 联系 乘法 数论 与 如 法 数论 的 一 个 重要 的 函数 关系 式 ， 

例 2 取 A 与 例 1 中 的 A 相同 , f 4 f(n)-—-—an, B 
(23) 里 的 系数 由 Euler 五 边 形 数 定理 确定 ， 而 递 推 公式 (24 
变 为 

(25) nPa 1(n)=— X o(k)Pa, (n—k) 
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=~o(n)— SY P4, (k)o(n— k), 


其 中 
P, (2) {C DENETAN oR oa), 
0 若 n 不 是 五 边 形 数 ， 
《25) 也 可 写 为 
o(n)—o(n—1)—o(n—2)—o(n—5) 
一 G(a 一 7) 一 … 


(7-1) o(m) din- (m), 
-| Dream 4#in=o(—m), 
Lo | 其 它 . 
当 o(k) 中 的 Kk 三 1 时 ， 左 边 的 和 停止 .作为 说 明 ， 当 n=6 与 
n 一 7 时 ， 给 出 关系 式 
o(6)=o(5)+o(4)—o(1), 
o( 7 )=0( 6 )+0(5)—0(2)-7, 


14.11 Ramanujan dfe SE X 


由 观察 分 拆 函 数 的 MacMahom £, Ramanujan RMT 
P(n) 的 一 些 令 人 惊奇 的 整除 性 . 例如 ， 他 证 明了 

(26) P(5m+4)=0 (mod5), 

(21) P(7m+5)=0 (mod7), 

(28) P(t1im+6)=0 (modii). 
AK, EE zf Y PER Se TIE Bg SK 

(29) È P(sm+4)x"- = 5- (x 
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(30) S P(7m-r5)x" -L907y aor SCC 

其 中 
o(x)= II (1-x*). 

FA (29) 5iC 300032 B6 BRERA RRR, PY 
由 Ramantujan 等 式 立 即 推出 (26) 与 (27). 

(29) 与 (30) 的 证 明 是 以 模 函 数理 论 为 基础 的 . 这 个 证 明 
由 Dahing，Mordell，Rademacher，Zuckerman 以 及 其 
它 一 些 人 得 到 . 不 依赖 于 模 函 数理 论 的 其 它 的 证 明 由 Kruy- 
swijk[36J 与 后 来 的 Kolberg 给 出 ,Kolberg 的 方法 不 仅 证 明 
了 Ramanujan 等 式 而 且 得 到 很 多 新 的 结果 . (29) 的 Kruys- 
WijkiE A EARS Bi 11— 15889 $6 9f, 


第 十 四 章 习 题 


1, 令 A 表 示 正 整数 的 一 个 非 空 集合 ， 
(a) 证 明 乘 积 
mae 


是 将 9 分 为 部 分 属于 A 的 分 拆 数 的 生成 函数 、 
(b) 描述 由 乘积 
IO +x") 
Po ROR Me, RN, i LAL 
下 (1+xn) 产 生 的 分 拆 函 数 。 
2. 如 果 |x|<1， 证明 
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T (44x?) = H (1— x??71)-1, 


并 推 证 , 4 分 为 不 相等 ;部分 的 分 拆 数 等 于 a 分 为 奇数 个 部 
分 的 分 拆 数 . 
对 于 复数 x- 与 z，|x|<1， 含 


(x, 2)= H (1— x^z), 


(a) 证 明 ， 对 每 一 个 固定 的 x， 这 个 乘积 在 BD[x|-iP 
是 x 的 解析 函数 . 并 且 对 每 一 个 国定 的 x<，|[x| 达 1, We 
数 是 z 的 一 个 整 区 数 . 
(b) 由 方程 
{(x, 2)= M an(x)2" 
ENX Era (x). WYEBHf(x, z)-(1—xz)f(x, zx)3E# JH 
ERRERA E E Ah 
an(X)=an(x)x"—an-,(x)x”, 
(c) Ode a GO CH Dx P(x), Poh 
P.(x) IL G — x). 
这 证 明 下 面 的 等 式 对 |x| 达 1 与 任意 的 z 成 立 ， 
mG x"2)= TI C e QM 
利用 与 3 题 类 似 的 方法 证 明 ， 如 果 |x| 过 1，|z| 达 1, 则 
有 


liae 2 Mx P. Gy 


AR PL) HO ox). 


5. 


8, 


如 果 xsT， 令 9(x)=1， 并 对 n>>1， 定 义 
0,(x)= Ir. Lox" 
r=1 1—x?'^! 


(a) 推导 出 下 列 Shank 有 限 等 式 ， 


in mn), au 0 (x) 
NI 2 = ÑV u Un X) os(2n41) 
=, ° = 0.(x) * d 
SQ CPUS uy BL) 
` = Ņ a s(2n4+41) 
mU 0 CAU 
(b) 利用 Shank 等 式 推 导 Gauss 三 外 形 数 定理 
e ml) æ -- x?" 
Mx 3: ILICE C. shxi«i. 
met n=1 1—X 
ittm XE | x Cd 
eo m(m+1 ) ° 
Xx  — —[LGcrxs0a-x?m), 
m=—o n=ł 


(a) 由 第 2 题 与 第 5 题 (b) 失 出 这 个 等 式 . 

(b) 由 Jacbi 三 重 积 等 式 推出 这 个 等 式 ， 

证 明 下 列 等 式 对 |x| 过 1 成 立 ， 它 们 是 Jacobi 三 重 积 等 式 
的 推论 ， 

(a) IL (1—x**)0 - x71) x) 


mC Sms gy 


- OM (Cx 2 


(b) D (= x) cxt) attt) 


> , m(5m+i1) 
sè (x o: 
m= —eo 


证 明 ，14.10 节 里 的 递 淮 公式 
np(n)= X o(k)p(a—k) 
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10. 


能 表示 为 

np(n)= 之 ï 全 mpP(n 一 km)， 
€— IQ 
g(J) 是 一 个 正 整数 , 令 pe(a) 表 示 a 分 为 部 分 的 分 拆 的 个 
数 ,每 一 个 部 分 K 最 多 出 现 g(k) 个 不 同 的 形式 ， 当 g(k) 
1 时 ， 对 所 有 的 K，ps《n) 就 是 自由 分 拆 8 数 p(n). 
找 出 一 个 无 穷 乘积 ， 使 它 生成 P(n)， 并 证 明 有 一 个 数 
论 函 数 { ( 依赖 于 g ) ， 使 得 

np,(n)= $) t(op,(a— 1). 
关于 14.10 节 的 注释 . 由 解 (22) 里 的 一 阶 微分 方程 证 
明 ,如 果 |x|<1， 我 们 有 

H: (1—x" y> x exp qu AG) ath, 
其 中 

H(x)= 3 falk)", £0) = X (Q). 
并 证 明 d€A 

Ú aoo ee" isis, 
其 中 p(n) 是 Mibius 函 数 . 
FR ABS Ramanujan’ 


x" = ola? )° 
> p(5m-t 4)x^ - 50s 


其 中 w(x)=IL(1 =x") 
的 证 明 概要 ， 这 个 证 明 用 Kruyswijk 的 方法 而 不 需要 模 
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KAME. 
11, (a) Qe=e E", kei, 证 明 ， 对 所 有 的 x， 我 们 有 
JEGL 一 xy) 一 1 一 zt 
(b) 更 一 般 ， 如 果 (n，k)=d， 证 明 
IL a-xe)-ü-x*), 
并 证 明 


12, (a) 利用 11 题 (b) 证 明 ， 对 素数 4 与 1x|<1， 我 们 有 


n UO- xe = OX) 
ITE exa?) 
(b) 推导 出 等 式 
| p(m)x" = o wet Hl H H G-xte " 
13, nw UR Hosr«q, BW 
Ma(n)ett 
RRA AN fia Br ERA. 
(a) fH Euleri AEREE p(x EET RRB 
Al, 


o(x)= T G=x*)=[4+h +h, 
ABT, dedit 5 -ARRA 
(b) acc 证 明 


H IL (1 —x*a**)- IE (thata), 


h-i1n- 
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14. 


(c) 利用 12 题 (b)， 证 明 
> Pm 4)x eer VEL 


其 中 V ,是 模 5 ñ0)— 4 ERRA, THOE RRE 
到 . 
(a) 利用 定理 14.7 证 明 ，Euler 乘 积 的 立方 是 三 个 突 级 
Seg m, 

pl) =W,+W,+W,, 
RKB W GER 5 的 一 个 民 型 大 级 数 ， 
(b) 4IP4RW,+W,+W,=(1,+1,+1,) ER, 
13 题 (a) 里 的 震级 数 满足 关系 式 

LL = -1:. 
(c) WEHI, = —xg(x25), 


. 注意 到 乘积 IT (I, +I a t I,o?*) 是 次 数 为 4 RI, » 


L, Li —T^33XXES05XS BERE, TUL, BUE 
出 模 5 的 4 353502 Bey DL 
(a) 利用 14 题 (c) 证 明 ， 存 在 一 个 常数 c 使 得 
V,=elf, 
其 中 V 138i (c) HL RB, Eh 
> p(5m+4)xS"t4—cx4 CA . 
(b) 证 骨 c=5， 并 推导 出 Ramanujaa 等 式 


` 5 4)x™ == qx? 
> p(5m+4)x™==5 "CSI 
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din, din, 


(a, b), (ag, c", an), 


[a, b]. 
p(n), 
qn), 
fee, 


l)=[ 二 

(71, 

u(n)-1, 

A(n), 

Cn) 

c«(n), o(a), dla), 
aoF, 

f(x), 

f’ (n)—1f(n)logn, 


特殊 符号 索引 


BS, BORA. 

最 大 公约 数 (gcd)， 
最 小 公 倍 数 ( tcm ) ， 
Mübiusg] Xx, 
Euler, 
DirichletZt$ , 


恒 等 函数 ， 
Dirichletif && £t, 
单位 函数 ， 
Mangoldtii3&t, 
Liouville E, 
TERCER Be, 
广义 卷 积 ， 

模 P 的 Bell 级 数 ， 
导数 ， 

Euler 常 数 ， 
KORS, 

浙 近 等 式 ， 
Riemann zeta, 


xP EL, 


Chebyshey 下 一 函数 ， 


Chebyshev 9 一 函数 ， 
Mibius 函 数 的 部 分 和 ， 
小 0 符号 ， 


$1.2 
81.2 
PB EE 8C 
82.2 
$2.3 
82.6 
82.6 
82.71 
82.T 
82.8 
82.12 
82.13 
$2.14 
82.16 
82.18 
$3.1 
83.2 
83.2 
$3.4 
8 4.1 
84.2 
$4.2 
84.9 
8 4.9 


469: 


-a b(modm), 
a, 
.a^ 


x(n), 
Ld, x), 


L'(1, x), 
Ci(n), 
G(n, X), 
G(k; n), 
nRp  nRp, 
(nlp), 

(nl P), 
expm( a), 
indza, 
L(s, X), 
ga, 

Oc. 

Ms), 

t(s, a), 
F(x, s), 
Ba(x), Ba, 
B; (x). 
P(n), 


(n), e(—n) 


ATO 


同 余 ， 

Rissa modm, 

a 的 倒数 modm 

Dirichlet 特 征 ， 

BARS] Cn) 的 和 
n 


级 数 一 了 -3 中 9 如 -的 和 ， 
Ramanujan 和, 

与 Xx 相伴 的 Gauss 和 和 

二 次 Gauss 和 ， 

二 次 剩余 (ERR ) modp, 
Legendre 符 号 ， 
Jacobiff 5, 

a 的 次 数 modm， 

2 的 指数 以 g 为 底 ， 
Dirichlet L—H žk, 

绝对 收敛 横 坐 标 
收敛 横 坐 标 

gamma 

Hurwitz zetaifi ik 

JA Hizetark žr 


Bernoulli mR, (3), 
周期 Bernoulti 通 数 ， 


STER 
五 边 形 数 


85.1 
$5.2 
85.3 
85.8 
8 6.18 


$1.3 


$8.3 
$8.5 
第 八 章 习题 
89.1 
$9.2 
$9.1 
810.1 
$ 10.10 
$11.1 
$11.2 
811.6 
812.2 
812.3 
§ 12.7 
812.11 
§ 12,12 
&£14.1 
$14.4 


